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Wandrers Nachtlied 

Über allen Gipfeln 
Ist Ruh, 
In allen Wipfeln 
Spürest du 
Kaum einen Hauch; 
Die Vögelein schweigen im Walde. 
Warte nur, balde 
Ruhest du auch. (Johann Wolfgang von Goethe) 
 

Dendang Malam Pengembara 

Di puncak segala 
Sentosa bertakhta, 
Di pucuk segala 
Nyaris tiada 
Sehembus pun bayu kau rasa; 
Senyap burung-burung di hutan. 
Sabar, kan segera tiba masa 
Engkau pun istirah sentosa. 
--terjemah Agus R. Sarjono, 2013)  
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PRAKATA 

Bismillahi rahmanirrahim 

Alhamdulillahi rabilalamin. Allahumma shalli ala Muhammad wa ala ali 
Muhammad. 

Segala puji dan kemuliaan adalah milik Allah yang Mahaagung. Semoga 
salam dan berkah-Nya senantiasa tercurah kepada manusia mulia, Nabi 
Muhammad Saw., keluarganya, dan para shahabatnya.  

Dalam serba keterbatasan —waktu dan terutama kemampuan— akhirnya 
kami dapat menuntaskan buku Orasi Ilmiah Guru Besar Institut Teknologi 
Bandung berjudul Teori desain dan Teori Koding: Panorama Kombinatorika 
Aljabar.  

Buku ini terwujud berkat peran dan kontribusi dari banyak pihak. Kami 
tidak akan melupakan dorongan dari Fakultas Matematika dan Ilmu 
Pengetahuan Alam Institut Teknologi Bandung, di bawah kepemimpinan 
Prof. Wahyu Srigutomo, Ph.D.. Dukungan dari Bapak/ Ibu tenaga 
kependidikan di Departemen Matematika juga senantiasa kami ingat. Terima 
kasih juga kami sampaikan kepada seluruh rekan dosen di Departemen 
Matematika yang telah menciptakan suasana yang menyenangkan bagi 
berlangsungnya kegiatan penelitian.  

Kami mengucapkan terima kasih kepada Forum Guru Besar Institut 
Teknologi Bandung yang telah memberikan kesempatan untuk 
menyampaikan orasi ilmiah dan kepada penerbit ITB Press yang telah 
memublikasikan buku orasi ini. Tidak banyak yang kami harapkan dari orasi 
dan penerbitan buku ini. Seandainya ada yang dapat mengambil manfaat dari 
buku ini, kami sudah merasa sangat bersyukur dan berterima kasih. 

 

Bandung, 14 Oktober 2024 

 

Djoko Suprijanto 
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SINOPSIS 

Buku ini kami upayakan sebagai semacam kaleidoskop (meski tidak lengkap), 
yang merekam perjalan kami, tentu saja berkolaborasi dengan beberapa 
kolega, dalam melakukan penelitian matematika, khususnya pada dua aspek 
besar dalam bidang kombinatorika aljabar, yakni teori desain (design theory) 
dan teori koding1 (coding theory), selama hampir 17 tahun (2007-2024) sebagai 
dosen di Departemen Matematika, Fakultas Matematika dan Ilmu 
Pengetahuan Alam, Institut Teknologi Bandung, sejak 1996. Secara khusus ada 
dua topik besar yang dieksplorasi di dalam buku ini: versi kontinu dari desain 
kombinatorial, khususnya spherical designs dan Euclidean designs, dan teori 
koding kombinatorial dan teori koding aljabar (algebraic and combinatorial 
coding theory).  

  

 
1  Sebagai istilah, teori koding kami maksudkan sebagai padanan dari istilah coding theory dalam Bahasa Inggris. 

Meski istilah ini tidak baku, istilah pengkodean tampaknya lebih sesuai dengan kaidah gramatika dalam Bahasa 
Indonesia, namun istilah ini sudah telanjur kami gunakan selama bertahun-tahun di berbagai kesempatan, 
termasuk dalam menamai mata kuliah yang kami tawarkan di program studi Matematika, baik untuk program 
sarjana maupun program magister. Karena itu, istilah ini tetap kami pertahankan di sini.  
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1 PENDAHULUAN 

Dibandingkan dengan cabang ilmu lainnya, kombinatorika dipandang 
sebagai cabang ilmu matematika yang relatif muda. Di awal abad ke-20, 
prasangka terhadap kombinatorika sebagai bukan “real mathematics” 
sangatlah lazim. John Henry Constantine Whitehead (1904-1960) dilaporkan 
berkata, “Combinatorics is the slums of topology.” Robert Kanigel 
menggambarkan Percy Alexander MacMahon (1854 – 1929), salah seorang 
matematikawan Inggris yang menemukan bakat luar biasa yang dimiliki oleh 
sang jenius Srinivasa Ramanujan (1887-1920), dalam ungkapan demikian: 

[MacMahon’s] expertise lay in combinatorics, a sort of glorified 
dicethrowing, and in it he had made contributions original 

enough to be named a Fellow of the Royal Society. 

Satu nama besar yang mengangkat marwah kombinatorika adalah Gian 
Carlo Rota (1932-1999), seorang matematikawan kelahiran Italia yang 
menghabiskan kariernya di MIT. Lewat artikelnya, On the Foundations of 
Combinatorial Theory,2 yang terbit pada 1964, Rota berhasil melakukan sebuah 
revolusi besar yang menyebabkan kombinatorika masuk ke dalam arus utama 
matematika modern. Karena karyanya itu pulalah, Rota dianugerahi Steel 
Prize pada 1964.  

Pandangan dunia matematika terhadap kombinatorika semakin berubah 
setelah pada tahun 1998, dua orang yang memberikan kontribusi yang 
signifikan dan terkait erat dengan kombinatorika meraih Fields medal. 
Keduanya adalah Richard Borcherds dan Timothy Gowers. Borcherds dikenal 
sebagai matematikawan yang bekerja di bidang teori latis (lattices theory), teori 
grup, juga aljabar berdimensi tak hingga. Sementara itu Gowers dikenal 
sebagai seorang matematikawan yang bekerja di bidang analisis fungsional 
dan kombinatorika.  

 
2  “On the Foundations of Combinatorial Theory I. Theory of Miibius Functions,” Z. Wahrseheinlichkeitstheorie 2 

(1964), 340-368. Artikel Rota bagian II hingga IX terbit pada rentang waktu 1970-1974, sementara artikel bagian 
terakhir, bagian X, terbit pada tahun 1992. Kecuali artikel bagian V yang ditulis oleh George E. Andrews, artikel 
bagian II hingga bagian X ditulis oleh Rota berkolaborasi dengan beberapa matematikawan lain.  
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1.1 Kombinatorika Aljabar: Masalah Definisi 

Istilah kombinatorika aljabar (algebraic combinatorics) untuk pertama kalinya 
diperkenalkan secara resmi di dunia ilmiah oleh Eiichi Bannai dalam sebuah 
artikel survei berjudul “Algebraic Combinatorics” yang terbit dalam Sugaku vol. 
31 hal. 126-134, tahun 1979. Sugaku adalah jurnal ilmiah resmi yang 
diterbitkan oleh the Mathematical Society of Japan, yang secara khusus 
menerbitkan artikel survei atau eksposisi dalam bahasa Jepang. Jurnal ini 
kemudian juga diterjemahkan dan diterbitkan dalam Bahasa Inggris oleh 
American Mathematical Society, dengan nama Sugaku Expositions.3   Beberapa 
tahun kemudian, tepatnya pada 1984, Eiichi Bannai dan Tatsuro Ito 
menggunakan istilah yang sama saat mereka menerbitkan sebuah buku 
berjudul “Algebraic Combinatorics I: Association Schemes.”4  Sementara istilah 
serupa di dunia kombinatorika, yaitu algebraic graph theory (teori graf aljabar) 
telah lebih dahulu digunakan oleh Norman Bigg sejak tahun 1974, juga 
algebraic coding theory (teori koding aljabar) oleh Elwyn Berlekamp pada 1968, 
ketika masing-masing menerbitkan sebuah buku dan menamai bukunya 
dengan kedua istilah itu. Istilah ini semakin populer sejak kemunculan 
sebuah jurnal baru, Journal of Algebraic Combinatorics 5  pada 1992, dengan 
Bannai bertindak sebagai salah seorang advisory board. Pada tahun 1993, Chris 
Godsil juga menerbitkan buku berjudul Algebraic Combinatorics,6 yang topik 
pembahasannya sangat serupa dengan karya Bannai dan Ito yang telah terbit 
pada 1984 itu.   

 
3  Jurnal overview: Sugaku Expositions contains translations into English of expository articles from the journal 

Sugaku, published by Iwanami Shoten, publishers for the Mathematical Society of Japan. Published biannually, 
each issue of Sugaku Expositions contains several expository articles that provide highly informative accounts of a 
variety of current areas of research. Selengkapnya tentang jurnal ini, lihat 
https://www.ams.org/publications/journals/journalsframework/aboutsuga. 

4  E. Bannai dan T. Ito, (1984) Algebraic combinatorics I: Association schemes, Benjamin/ Cummings, Menlo Park, 
California. Buku ini semula direncanakan untuk terbit dalam dua bagian, dengan bagian kedua berjudul Algebraic 
combinatorics II: Delsarte theory, codes and designs. Tetapi buku ini tidak kunjung terbit hingga saat ini, karena 
tidak sempat dituliskan.  

5  Lihat https://link.springer.com/journal/10801. Sejak akhir tahun 2017 seluruh Editor-in-Chief (berjumlah 4 orang) 
dan hampir semua editorial board dari jurnal tersebut memutuskan untuk tidak memperpanjang kontrak karena 
mereka tidak menyukai kebijakan penerbit Springer yang semakin berorientasi bisnis. Dalam kalimat salah seorang 
mantan Editor-in-Chief jurnal tersebut, Akihiro Munemasa, “It has been becoming more and more clear that 
commercial journal publishers are charging high subscription fees, profiting from the volunteer labour of the 
academic community, and adding little value.” Untuk uraian lengkap terkait alasan mengapa para editorial board 
ramai-ramai mengundurkan diri dari jurnal ini, lihat misalnya 
https://www.math.is.tohoku.ac.jp/~munemasa/events/documents/20170810.txt). Sebagai gantinya, hampir 
semua editorial board dari jurnal tersebut terlibat dalam pengelolaan jurnal baru, Algebraic Combinatorics, yang 
terbit sejak 2018. Jurnal ini gratis baik bagi penulis maupun pembaca.   

6  C.D. Godsil, (1993), Algebraic Combinatorics,  Chapman & Hall. 

https://www.ams.org/publications/journals/journalsframework/aboutsuga
https://link.springer.com/journal/10801
https://www.math.is.tohoku.ac.jp/~munemasa/events/documents/20170810.txt
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Tidak ada definisi eksplisit atau definisi baku terkait istilah kombinatorika 
aljabar ini. Tetapi, yang dimaksud oleh Bannai (1979) dan Bannai dan Ito 
(1984) dengan kombinatorika aljabar adalah cabang ilmu matematika yang 
secara filosofis bersifat “teori grup tanpa (menggunakan istilah teknis) grup” 
(group theory without groups), atau teori representasi kombinatorik 
(combinatorial representation theory), atau studi berbagai objek kombinatorika 
dengan menggunakan pendekatan teori karakter (a character theoretical study 
of combinatorial objects).  

Saat ini istilah kombinatorika aljabar mengacu kepada objek matematika 
yang tidak tunggal. Setidaknya, istilah ini juga digunakan untuk menggantikan 
istilah kombinatorika enumeratif (enumerative combinatorics), yaitu 
kombinatorika yang terkait langsung ataupun tidak dengan pencacahan 
(counting). Kelompok ini memandang bahwa secara filosofis, kombinatorika 
aljabar adalah sintesis dari dua hal yang tampak berlawanan: abstraksi 
sesuatu yang konkret sekaligus konkretisasi sesuatu yang abstrak (abstraction 
of the concrete dan conctretization of the abstract)7, sebuah frasa yang bersifat 
umum dan tampaknya tidak membuat yang kurang jelas menjadi lebih jelas.  

Jika para juru bicara atau inisiator untuk kelompok pertama di antaranya 
adalah Eiichi Bannai, Tatsuro Ito, Chris Godsil, dan Paul Terwilliger, maka 
untuk kelompok kedua adalah Gian-Carlo Rota, Richard Stanley, Marco 
Schutzenberger dan Dominique Foata. Istilah kombinatorika aljabar di dalam 
buku ini mengacu pada pengertian kelompok pertama.  

1.2 Teori Delsarte tentang Teori Desain dan Teori Koding 

Salah satu cabang ilmu kombinatorika yang memegang peran penting dan 
sentral dalam kombinatorika aljabar adalah skema asosiasi. Adalah Philippe 
Delsarte, seorang kombinatorialis Belgia yang pertama kali menunjukkan 
peran sentral dari skema asosiasi dalam kombinatorika aljabar tersebut. 

Buku ini diawali dengan uraian tentang skema asosiasi, yang oleh Philippe 
Delsarte8 ditunjukkan dapat digunakan sebagai alat terpadu untuk meninjau 
beragam objek kombinatorika yang berbeda. Pendekatan Delsarte ini 

 
7  Doron Zeilberger, “Enumerative and Algebraic Combinatorics” dalam Timothy Gowers, June-Barrow Green, dan 

Imre Leader (Editors), (2008), Princeton Companion to Mathematics, Princeston University Press, hal 550.  
8  P. Delsarte, “An algebraic approach to the association schemes of coding theory,” Phillips Research Reports 

Supplements, No. 10 (1973). Artikel ini berasal dari disertasi PhD-nya pada tahun 1973. 
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belakangan dikenal sebagai Teori Delsarte. Seperti telah disebutkan di awal, 
Eiichi Bannai dan Tatsuro Ito telah menerbitkan buku berjudul “Algebraic 
Combinatorics I: Association Schemes.” Sebagaimana terbaca dalam catatan kaki 
nomor 4, buku ini semula direncanakan untuk terbit dalam dua bagian, 
dengan bagian kedua berjudul “Algebraic combinatorics II: Delsarte Theory, 
Codes and Designs”. Namun bagian kedua ini tidak kunjung terbit hingga saat 
ini, karena tidak sempat dituliskan. Sebagai gantinya, Eiichi Bannai bersama 
Etsuko Bannai, Tatsuro Ito, dan Rie Tanaka justru menerbitkan buku lain, 
“Algebraic Combinatorics,” Walter de Gruyter GmbH, Berlin/ Boston, pada 2021. 
Buku ini memuat dua bab terkait teori Delsarte tentang kode dan desain, dua 
objek kombinatorika yang penting dalam kombinatorika aljabar.  

Setelah uraian yang serba ringkas tentang skema asosiasi, bagian 
berikutnya memaparkan uraian tentang desain kombinatorial (combinatorial 
designs) dan desain sferis (spherical designs) sebagai versi kontinu (continuous 
analogue) dari desain kombinatorial. Selanjutnya, akan diuraikan pula desain 
Euclides (Euclidean designs), sebagai perumuman dari desain kombinatorial 
dan desain sferis9. Akan kami sampaikan juga beberapa kontribusi kami di 
bidang ini.  Beralih ke bagian berikutnya, kami akan menguraikan teori 
koding atas lapangan hingga dan ring hingga dan kontribusi kami di 
dalamnya.  

 

  

 
9  Untuk selanjutnya kita akan menggunakan istilah aslinya: spherical designs dan Euclidean designs. 
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2. SKEMA ASOSIASI 

2.1 Sejarah Singkat Skema Asosiasi 

Skema asosiasi adalah konsep matematika yang pada awalnya diperkenalkan 
oleh para ahli statistika lebih dari setengah abad lalu.  

Awalnya, Yates (1939) untuk pertama kalinya mendesain suatu desain blok 
tak-lengkap (incomplete block design) untuk kebutuhan eksperimen dalam 
statistika. Desain ini melahirkan dua pertanyaan bagi para ahli statistika. Dua 
tahun kemudian, Bose dan Nair (1939) memperkenalkan balanced incomplete 
block designs (BIBD) untuk menjawab dua pertanyaan di atas. Konsep yang 
melandasi BIBD adalah apa yang sekarang disebut sebagai skema asosiasi. 
Secara formal, Bose dan Shimamoto (1952) yang memperkenalkan gagasan 
skema asosiasi, yang sesungguhnya telah muncul secara implisit pada BIBD. 
Tujuh tahun kemudian, Bose dan Mesner (1959) memperkenalkan konsep 
aljabar yang terkait dengan skema asosiasi. Aljabar ini sekarang dikenal 
sebagai Aljabar Bose-Mesner.  

Setelah lebih dari tiga puluh tahun tidak ada perkembangan berarti, 
konsep skema asosiasi mulai berkembang pesat setelah Philippe Delsarte 
pada disertasi 1973 menunjukkan bahwa skema asosiasi dapat dijadikan 
sebagai alat terpadu untuk meninjau beragam objek kombinatorika yang 
berbeda, yang dua di antaranya adalah desain kombinatorial dan kode linear. 
Sejak saat itu, studi tentang skema asosiasi hidup kembali dan berkembang 
pesat.  

2.2 Grup Permutasi dan Definisi Skema Asosiasi 

Dari perspektif aljabar, skema asosiasi dapat dipandang sebagai perumuman 
dari grup permutasi hingga.  

Misalkan Ω ≠ ∅ adalah himpunan hingga. Grup 𝐺 beraksi pada himpunan 
Ω jika terdapat pemetaan Ω × 𝐺 → Ω, (𝛼, 𝑔) ↦ 𝛼𝑔, yang memenuhi kedua sifat 
berikut.  
1. 𝛼𝑔ℎ = (𝛼𝑔)ℎ , untuk setiap 𝛼 ∈ Ω, dan setiap 𝑔, ℎ ∈ 𝐺. 
2. 𝛼1 = 𝛼, untuk setiap 𝛼 ∈ Ω, dengan 1 adalah unsur identitas dari 𝐺.  



 

6 |  Forum Guru Besar Institut Teknologi Bandung 

Misalkan 𝐺  adalah grup yang beraksi pada himpunan hingga Ω.  Kita 
definisikan relasi ~ pada Ω sebagai berikut: untuk setiap 𝛼, 𝛽 ∈ Ω, 

𝛼~𝛽 ⇔ 𝛼𝑔 = 𝛽, untuk suatu 𝑔 ∈ 𝐺.  

Mudah ditunjukkan bahwa ~ merupakan sebuah relasi ekivalen. Kelas-kelas 
ekivalen yang dibentuk dari relasi ekivalen tersebut kita sebut orbit dari aksi 
𝐺 pada Ω. Orbit dari aksi 𝐺 pada Ω kita tuliskan sebagai 

𝛼𝐺 ≔ {𝛼𝑔: 𝑔 ∈ 𝐺}, 

untuk 𝛼 ∈ Ω. 

Grup 𝐺  dikatakan beraksi secara transitif pada himpunan Ω jika untuk setiap 
𝛼, 𝛽 ∈ Ω terdapat 𝑔 ∈ 𝐺 sehingga 𝛼𝑔 = 𝛽.  

Permutasi pada Ω  adalah pemetaan satu-satu dan pada dari Ω  ke Ω. 
Himpunan semua permutasi pada Ω  membentuk grup terhadap operasi 
komposisi. Grup ini disebut grup simetris, ditulis 𝑆(Ω). Grup permutasi adalah 
subgrup dari 𝑆(Ω). Jika |Ω| = 𝑛, maka kita juga biasa menuliskan 𝑆(Ω) sebagai 
𝑆(𝑛) atau 𝑆𝑛. 

Misalkan grup permutasi 𝐺 beraksi secara transitif pada himpunan hingga 
Ω.  Maka 𝐺 beraksi secara natural pada himpunan Ω × Ω  dengan (𝛼, 𝛽)𝑔 =

(𝛼𝑔, 𝛽𝑔).  Maka himpunan {(𝛼, 𝛼): 𝛼 ∈ Ω}  adalah orbit dari aksi 𝐺 pada 
himpunan Ω × Ω. Tuliskan 
1. 𝑅0 ≔ {(𝛼, 𝛼): 𝛼 ∈ Ω}.  

Tentu saja, Ω × Ω  dapat didekomposisi ke dalam orbit-orbit 
𝑅0, 𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑑 dengan aksi dari grup 𝐺. Jadi,  

2. Ω × Ω = 𝑅0 ∪ 𝑅1 ∪ ⋯ ∪ 𝑅𝑑 , dengan 𝑅𝑖 ∩ 𝑅𝑗 = ∅, untuk 𝑖 ≠ 𝑗. 
Lebih jauh lagi, dapat ditunjukkan bahwa orbit-orbit tersebut memenuhi 
hubungan 

3. Untuk setiap 𝑖 ∈ [0, 𝑑]ℤ, jika kita definisikan  
𝑅𝑖

𝑇 ≔ {(𝛽, 𝛼): (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑅𝑖 }, 

maka terdapat 𝑗 ∈ [0, 𝑑]ℤ sehingga 𝑅𝑖
𝑇 = 𝑅𝑗 . 

4. Untuk setiap 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ [0, 𝑑]ℤ, kardinalitas dari himpunan 
{𝛾 ∈ Ω: (𝛼, 𝛾) ∈ 𝑅𝑖 , (𝛾, 𝛽) ∈ 𝑅𝑗}  

tidak bergantung kepada pemilihan 𝛼, 𝛽 ∈ Ω  dengan (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑅𝑘 ,  dan 
hanya bergantung kepada pemilihan 𝑖, 𝑗, 𝑘.  
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Skema asosiasi didefinisikan secara aksiomatis sebagai konfigurasi yang 
memenuhi sifat yang tepat sama dengan sifat-sifat grup permutasi transitif 
pada (1)-(4) di atas. Secara formal, skema asosiasi didefinisikan demikian.  

Definisi (Skema asosiasi) Misalkan 𝑋  adalah himpunan hingga dan ℛ ≔

{𝑅0, 𝑅1, … , 𝑅𝑑}  barisan relasi pada 𝑋. Konfigurasi 𝔛 = (𝑋, ℛ)  disebut skema 
asosiasi kelas-𝑑 jika memenuhi sifat-sifat berikut: 
1. 𝑅0 ≔ {(𝛼, 𝛼): 𝛼 ∈ 𝛺}. 
2. 𝑋 × 𝑋 = 𝑅0 ∪ 𝑅1 ∪ ⋯ ∪ 𝑅𝑑 , dengan 𝑅𝑖 ∩ 𝑅𝑗 = ∅, untuk 𝑖 ≠ 𝑗. 
3. Untuk setiap 𝑖 ∈ [0, 𝑑]ℤ, jika kita definisikan  

𝑅𝑖
𝑇 ≔ {(𝛽, 𝛼){(𝛼, 𝛽) ∈ 𝑅𝑖 }, 

maka terdapat 𝑗 ∈ [0, 𝑑]ℤ sehingga 𝑅𝑖
𝑇 = 𝑅𝑗 .  

4. Untuk setiap 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ [0, 𝑑]ℤ, kardinalitas dari himpunan 
𝑝𝑖𝑗

𝑘 ≔ |{𝛾 ∈ 𝛺: (𝛼, 𝛾) ∈ 𝑅𝑖 , (𝛾, 𝛽) ∈ 𝑅𝑗}| 
tidak bergantung kepada pemilihan 𝛼, 𝛽 ∈ 𝛺  dengan (𝛼, 𝛽) ∈ 𝑅𝑘 ,  dan hanya 
bergantung kepada pemilihan 𝑖, 𝑗, 𝑘.  

Skema asosiasi dikatakan komutatif jika memenuhi hubungan  

5. 𝑝𝑖𝑗
𝑘 = 𝑝𝑗𝑖

𝑘 , untuk setiap 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ [0, 𝑑]ℤ. 

Skema asosiasi dikatakan simetris jika memenuhi hubungan  

6. 𝑅𝑖
𝑇 = 𝑅𝑖 , untuk setiap 𝑖 ∈ [0, 𝑑]ℤ.  

Mudah dibuktikan bahwa setiap skema asosiasi simetris adalah skema 
asosiasi komutatif. 

Untuk setiap 𝑖 ∈ [0, 𝑑]ℤ,  kita definisikan matriks ketetanggaan 𝐴𝑖  dari 
relasi 𝑅𝑖 sebagai berikut. 

𝐴𝑖(𝑥, 𝑦) ≔ {
1, jika (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑖 ,

0, jika (𝑥, 𝑦) ∉ 𝑅𝑖 .
 

Kondisi nomor (1) sampai dengan (6) pada definisi skema asosiasi di atas 
ekivalen dengan kondisi (1) sampai dengan (6) di bawah ini: 
1. 𝐴0 = 𝐼, matriks identitas. 
2. 𝐴0 + 𝐴1 + ⋯ + 𝐴𝑑 = 𝐽, matriks yang semua entrinya 1. 
3. Untuk setiap 𝑖 ∈ [0, 𝑑]ℤ terdapat 𝑗 ∈ [0, 𝑑]ℤ sehingga berlaku 

𝐴𝑖
𝑇 = 𝐴𝑗 . 

4. Untuk setiap 𝑖, 𝑗 ∈ [0, 𝑑]ℤ, berlaku 
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𝐴𝑖𝐴𝑗 = ∑ 𝑝𝑖𝑗
𝑘 𝐴𝑘 .

𝑑

𝑘=0

 

5. Untuk setiap 𝑖, 𝑗 ∈ [0, 𝑑]ℤ, berlaku 
𝐴𝑖𝐴𝑗 = 𝐴𝑗𝐴𝑖 . 

6. Untuk setiap 𝑖 ∈ [0, 𝑑]ℤ berlaku 
𝐴𝑖

𝑇 = 𝐴𝑖 . 

Subaljabar ℂ[𝔛] ≔ ⟨𝐴0, 𝐴1, … , 𝐴𝑑⟩ℂ  dari aljabar matriks ℂ|𝑋|×|𝑋| disebut 
aljabar Bose-Mesner dari skema asosiasi 𝔛. Aljabar ℂ[𝔛] merupakan aljabar 
semisimpel atas ℂ  berdimensi (𝑑 + 1).  Skema asosiasi 𝔛  adalah skema 
asosiasi komutatif jika dan hanya jika aljabar Bose-Mesner ℂ[𝔛]  komutatif. 
Dalam kasus ini, aljabar komutatif ℂ[𝔛] memiliki (𝑑 + 1) idempoten primitif 
𝐸0, 𝐸1, … , 𝐸𝑑  yang juga merupakan basis dari aljabar ℂ[𝔛]. Tanpa mengurangi 

keumuman, kita dapat memisalkan bahwa 𝐸0 =
1

|𝑋|
𝐽.  Jadi, aljabar Bose-

Mesner ℂ[𝔛] dari skema asosiasi komutatif 𝔛 memiliki setidaknya dua basis, 
yaitu 𝐴0, 𝐴1, … , 𝐴𝑑  dan basis idempoten primitif 𝐸0, 𝐸1, … , 𝐸𝑑 . Misalkan 𝑃 dan 𝑄 
merupakan matriks perubahan dari dua basis tersebut, yaitu matriks yang 
memenuhi hubungan  

(𝐴0, 𝐴1, … , 𝐴𝑑) = (𝐸0, 𝐸1, … , 𝐸𝑑)𝑃, 

(|𝑋|𝐸0, |𝑋|𝐸1, … , |𝑋|𝐸𝑑) = (𝐴0, 𝐴1, … , 𝐴𝑑)𝑄. 

𝑃  dan 𝑄  berturut-turut kita sebut matriks karakteristik pertama dan kedua 
dari skema asosiasi komutatif 𝔄. Matriks karakteristik pertama disebut juga 
tabel karakter dari skema 𝔄. Dapat ditunjukkan dengan mudah bahwa matriks 
karakteristik pertama dan kedua memenuhi hubungan  

𝑃𝑄 = 𝑄𝑃 = |𝑋|𝐼, 

dengan 𝐼 adalah matriks identitas.  

Perkalian Hadamard antara dua matriks 𝐴  dan 𝐵 berukuran sama 
didefinisikan sebagai perkalian entri demi entri yang bersesuaian: 

(𝐴 ∘ 𝐵)(𝑖, 𝑗) = 𝐴(𝑖, 𝑗)𝐵(𝑖, 𝑗),  

dengan 𝐴 = 𝐴(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1
𝑚,𝑛 , dan 𝐵 = 𝐵(𝑖, 𝑗)𝑖,𝑗=1

𝑚,𝑛 . Karena skema asosiasi komutatif 𝔛 

tertutup terhadap perkalian Hadamard, maka terdapat bilangan kompleks 𝑞𝑖𝑗
𝑘  

sehingga 
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(|𝑋|𝐸𝑖) ∘ (|𝑋|𝐸𝑗) = ∑ 𝑞𝑖𝑗
𝑘 (|𝑋|𝐸𝑘).

𝑑

𝑘=0

 

Telah diketahui bahwa bilangan kompleks 𝑞𝑖𝑗
𝑘  memenuhi pertaksamaan 𝑞𝑖𝑗

𝑘 ≥

0, artinya 𝑞𝑖𝑗
𝑘  merupakan bilangan real taknegatif. Pertaksamaan ini disebut 

syarat Krein.  

2.3 Beberapa Contoh Skema Asosiasi 

Di bawah ini adalah beberapa contoh skema asosiasi yang diperoleh dari suatu 
grup hingga 𝐺.  

Contoh 2.1 (Kasus grup) Misalkan 𝐺 grup hingga yang beraksi secara transitif 
pada himpunan hingga 𝑋.  Maka 𝑅0 ≔ {(𝑥, 𝑥): 𝑥 ∈ 𝑋}, 𝑅1, … , 𝑅𝑑  merupakan 
orbit dari aksi 𝐺  pada himpunan 𝑋 × 𝑋,  sehingga 𝔛(𝐺, 𝑋) = (𝑋, {𝑅𝑖}𝑖=0

𝑑 ) 
merupakan skema asosiasi kelas- 𝑑.  Skema asosiasi ini komutatif jika dan 
hanya jika karakter permutasi 𝜋 = 1𝐻

𝐺  dari 𝐺 pada 𝑋  bebas-multiplisitas 
(multiplicity-free), yakni jika 𝜋 = 𝜒0 + 𝜒1 + ⋯ + 𝜒𝑑  merupakan dekomposisi 
dari 𝜋 ke dalam karakter-karakter tak tereduksi, maka 𝜒𝑖 ≠ 𝜒𝑗  untuk 𝑖 ≠ 𝑗.  

Contoh 2.2 (Skema asosasi grup 𝖃(𝑮)) Misalkan 𝐺  adalah grup hingga dan 
misalkan pula 𝐶0 ≔ {1}, 𝐶1, … , 𝐶𝑑  adalah kelas-kelas konjugasi dari 𝐺. Jika 
untuk setiap 𝑖 ∈ [0, 𝑑]ℤ kita definisikan relasi 𝑅𝑖 dengan  

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑖 ⇔ 𝑦𝑥−1 ∈ 𝐶𝑖  (𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺),  

maka 𝔛(𝐺) = (𝐺, {𝑅𝑖}𝑖=0
𝑑 ) merupakan skema asosiasi. Skema asosiasi ini selalu 

bersifat komutatif.  

Contoh 2.3 (Skema asosiasi Hamming 𝑯(𝒅, 𝒒)) Misalkan 𝑞 ≥ 2 bilangan asli, 
dan 𝐹  himpunan hingga dengan 𝑞  unsur, dan 𝑋 = 𝐹 × 𝐹 × ⋯ × 𝐹 = 𝐹𝑑 
(perkalian langsung dari 𝑑  buah himpunan 𝐹 ). Relasi pada 𝑋  didefinisikan 
sebagai: 

(𝒙, 𝒚) ∈ 𝑅𝑖 ⇔ 𝑑𝐻(𝒙, 𝒚) ≔ |{𝑗: 𝑥𝑗 ≠ 𝑦𝑗}| = 𝑖, 

untuk setiap 𝒙 = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑑), 𝒚 = (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑑) ∈ 𝑋, 𝑖 ∈ [0, 𝑑]ℤ.  

Maka 𝐻(𝑑, 𝑞) = (𝑋, {𝑅𝑖}𝑖=0
𝑑 ) merupakan skema asosiasi simetris, yang disebut 

skema asosiasi Hamming atau skema Hamming.  
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Contoh 2.4 (Skema asosiasi Johnson 𝑱(𝒗, 𝒅)) Misalkan 𝑉  adalah himpunan 
dengan 𝑣  unsur dan 𝑋  adalah koleksi subhimpunan dari 𝑉  dengan 𝑑  unsur, 

dengan 𝑑 ≤
𝑣

2
. (Jadi |𝑋| = (𝑣

𝑑
)). Relasi pada 𝑋 didefinsikan sebagai: 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑖 ⇔ |𝑥 ∩ 𝑦| = 𝑑 − 𝑖, 

untuk setiap 𝑖 ∈ [0, 𝑑]ℤ. Maka 𝐽(𝑣, 𝑑) = (𝑋, {𝑅𝑖}𝑖=0
𝑑 ) merupakan skema asosiasi 

simetris, yang disebut skema asosiasi Johnson atau skema Johnson.  

Catatan:  
1. Skema asosiasi pada Contoh 2.2 di atas adalah skema asosiasi kasus grup 

(Contoh 2.1) jika kita meninjau aksi dari grup 𝐺 × 𝐺  pada himpunan 𝐺 
dengan 𝑔(𝑔1,𝑔2) = 𝑔1

−1𝑔𝑔2, untuk setiap (𝑔1, 𝑔2) ∈ 𝐺 × 𝐺, dan 𝑔 ∈ 𝐺.  
2. Skema asosiasi pada Contoh 2.3 adalah skema asosiasi kasus grup (Contoh 

2.1) jika kita meninjau aksi dari grup 𝐺 = 𝑆𝑞  𝑤𝑟 𝑆𝑑  pada himpunan 𝑋 =

𝐻\G  dengan 𝐻 = 𝑆𝑞−1𝑤𝑟 𝑆𝑑 .  Dalam teori koding, simbol 𝑑𝐻(𝒙, 𝒚) ≔

|{𝑗: 𝑥𝑗 ≠ 𝑦𝑗 , 𝑗 ∈ [1, 𝑛]ℤ}|  disebut jarak Hamming antara vektor 𝒙  dengan 
vektor 𝒚.  

3. Skema asosiasi pada Contoh 2.4 adalah skema asosiasi kasus grup (Contoh 
2.1) jika kita meninjau aksi dari grup 𝐺 = 𝑆𝑣  pada himpunan 𝑋 = 𝐻\G 
dengan 𝐻 = 𝑆𝑑 × 𝑆𝑣−𝑑 .  

Di samping contoh-contoh skema asosiasi yang berasal dari grup hingga, 
kita juga dapat mengonstruksi berbagai contoh skema asosiasi yang tidak 
berasal dari grup. Contoh-contoh ini dapat kita lihat misalnya di dalam buku 
karya Rosemary Bailey10, tetapi tidak kita diskusikan di sini.  

Struktur skema asosiasi ini kita manfaatkan untuk mengobservasi 
eksistensi tight Euclidean t-designs dan untuk mengonstruksi kode linear atas 
lapangan hingga. Karena keterbatasan ruang, peran krusial dari skema 
asosiasi dalam hubungannya dengan eksistensi tight Euclidean t-design tidak 
kami deskripsikan di sini 11 , tetapi kami tampilkan secara eksplisit dalam 
konstruksi kode linear atas lapangan hingga, ketika kami memaparkan hasil 
penelitian terkait konstruksi kode linear atas lapangan hingga dari graf 
Johnson, yang berasal dari skema (asosiasi) Johnson.    

 
10 Lihat R.A. Bailey, (2004), Association Schemes: Designed Experiments, Algebra and Combinatorics, Cambridge 

University Press.  
11 Untuk deskripsi lengkap, silahkan tinjau D. Suprijanto, “On tight Euclidean 6-designs: an experimental result,” ITB 

Journal of Science 43 A(1) (2011), 19-42. 
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3. TEORI DESAIN 

Kita awali dengan pengertian desain kombinatorial. Misalkan 𝑋 ≠ ∅,  dan 
|𝑋| = 𝑣. Misalkan ℬ ⊆ (𝑋

𝑘
), koleksi subhimpunan dari 𝑋 dengan kardinalitas 𝑘. 

Desain kombinatorial dengan parameter (𝑣, 𝑘, 𝜆) − 𝑡 adalah konfigurasi (𝑋, ℬ) 
yang memenuhi hubungan:  
1. Setiap anggota dari ℬ, disebut blok, terdiri atas tepat 𝑘 titik (yakni anggota 

dari 𝑋); dan  
2. Setiap 𝑡 titik termuat tepat dalam 𝜆 blok. 

Dalam ekspresi lain, konfigurasi (𝑋, ℬ)  disebut desain kombinatorial 
dengan parameter (𝑣, 𝑘, 𝜆) − 𝑡 jika memenuhi persamaan 

1

(𝑣
𝑘

)
∑ 𝑓(𝐵) =

1

|ℬ|
∑ 𝑓(𝐵),

𝐵∈ℬ𝐵∈(𝑋
𝑘)

 

untuk setiap polinom 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑣) berderajat kurang dari atau sama dengan 
𝑡, dengan fungsi polinom didefinisikan sebagai berikut: untuk setiap 𝑖 ∈ 𝑋,  

𝑥𝑖(𝐵) ≔ {
1, 𝑖 ∈ 𝐵,
0, 𝑖 ∉ 𝐵.

 

Contoh yang sangat populer untuk desain kombinatorial adalah bidang 
Fano, yang merupakan desain kombinatorial dengan parameter (7,3,1) − 2.  

 

Gambar 1 Bidang Fano 

Teori desain kombinatorial telah berkembang cukup jauh. Untuk 
mengetahui perkembangan terakhir dan objek-objek kombinatorika yang 
terkait dengannya, lihat misalnya (C.J. Colbourn dan J.H. Diniz (ed.), 2007), 
dan berbagai artikel ilmiah yang terbit di beragam jurnal kombinatorika 
seperti Journal of Combinatorial Designs, Journal of Combinatorial Theory Serie 
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A, Algebraic Combinatorics dll.. Sekarang, marilah kita tinjau ilustrasi di bawah 
ini.  

Tinjaulah kubus 𝑄 yang terdiri atas 8 titik dengan koordinat  

𝑄 ≔ {(±
1

3
, ±

1

3
, ±

1

3
)}, 

termuat di dalam bola satuan 𝑆2  ⊆ ℝ3. Q adalah penaksiran yang baik untuk 
𝑆2 dalam arti bahwa  

1

4𝜋
∫ 𝑓(𝒙)

𝑆2
𝑑𝜎 =

1

8
∑ 𝑓(𝒙)

𝒙∈𝑄

, 

untuk setiap polinom 𝑓(𝒙) ∈ 𝑃𝑜𝑙(ℝ3)  berderajat paling tinggi 3. 𝑄  disebut 
spherical 3-design dalam bola satuan 𝑆2 ⊆ ℝ3.  Contoh kubus 𝑄  di atas 
membawa kita pada gagasan tentang spherical designs. 

3.1 Teori Spherical Designs 

Konsep spherical design dapat dipandang sebagai analogi kontinu (continuous 
analogue) dari konsep desain kombinatorial. Secara informal, pertanyaan kita 
dapat kita formulasikan sebagai berikut. Apakah subhimpunan hingga yang 
baik untuk mengaproksimasi sebuah bola satuan sebagai keseluruhan. Kita 
akan definisikan bola yang kita maksud di bawah nanti. Bola satuan yang kita 
maksud adalah himpunan yang kita definisikan sebagai 

𝑆𝑛−1 ≔ {(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛): 𝑥1
2 + 𝑥2

2 + ⋯ + 𝑥𝑛
2 = 1}. 

Secara formal, spherical design kita definisikan seperti di bawah ini. 

Definisi (Spherical t-design) Himpunan hingga 𝑋 ⊆ 𝑆𝑛−1  disebut spherical t-
design jika memenuhi persamaan 

1

|𝑆𝑛−1|
∫ 𝑓(𝒙)𝑑𝜎(𝒙) =

1

|𝑋|
∑ 𝑓(𝒙),

𝒙∈𝑋𝑆𝑛−1
 

untuk setiap polinom 𝑓(𝒙) = 𝑓(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛) berderajat kurang dari atau sama 
dengan 𝑡, dengan |𝑆𝑛−1| menyatakan luas permukaan bola 𝑆𝑛−1.  

Definisi di atas menunjukkan bahwa 𝑋  merupakan sebuah spherical t-
design jika nilai dari integral permukaan atas bola satuan atas sebarang 
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polinom berderajat kurang dari atau sama dengan 𝑡, setelah dibagi dengan 
luas permukaan bola satuan tersebut, dapat dihitung secara eksak sebagai 
rata-rata dari nilai polinom tersebut di setiap di 𝑋. Dalam hal ini, kita katakan 
bahwa 𝑋 adalah himpunan hingga yang dapat mengaproksimasi bola satuan 
𝑆𝑛−1 secara baik. Parameter t pada spherical t-designs disebut strength dan 
merupakan parameter yang sangat penting bagi suatu desain.  

Spherical design pertama kali diperkenalkan oleh tiga kombinatorialis 
terkemuka di dunia, Delsarte, Goethals, dan Seidel pada tahun 197712 sebagai 
versi kontinu dari konsep desain kombinatorial yang sudah ada sebelumnya. 
Untuk melihat keserupaan konsep tersebut, bandingkanlah ekpsresi 
matematis pada kedua definisi spherical design dan desain kombinatorial.  

Erat kaitannya dengan konsep spherical design adalah konsep distance set. 
Misalkan 𝑋 ⊆ 𝑆𝑛−1  adalah himpunan hingga tak kosong. Definisikan 
himpunan 

𝐴(𝑋) = {〈𝑥, 𝑦〉: 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋, 𝑥 ≠ 𝑦}, 

dengan 〈𝑥, 𝑦〉  adalah perkalian dalam Euclides. Himpunan 𝑋 disebut 
𝑠 −distance set jika |𝐴(𝑋)| = 𝑠.  

Mudah dibuktikan bahwa gabungan dari spherical design adalah juga 
spherical design. Karena itu tidak ada batas atas dari kardinalitas suatu 
himpunan hingga agar membentuk spherical design. Dan perhatian para 
peneliti beralih kepada batas bawah dari kardinalitas suatu himpunan hingga 
yang merupakan spherical design. Di antara hasil-hasil penting dari Delsarte, 
Goethals, dan Seidel ini adalah dua teorema berikut. 

Teorema 3.1 (Delsarte-Goethals-Seidel, 1977) Pernyataan-pernyataan di 
bawah ini berlaku. 

1. Jika 𝑋 adalah spherical 𝒕-design dalam bola satuan 𝑆𝑛−1, maka  

|𝑋| ≥ (
𝑛 − 1 + ⟦

𝑡
2

⟧

⟦
𝑡
2

⟧
) + (

𝑛 − 2 + ⟦
𝑡
2

⟧

⟦
𝑡
2

⟧ − 1
). 

2. Jika 𝑋 adalah 𝒔 −distance set dalam bola satuan 𝑆𝑛−1, maka  

|𝑋| ≤ (
𝑛 − 1 + 𝑠

𝑠
) + (

𝑛 − 2 + 𝑠

𝑠 − 1
). 

 
12 P. Delsarte, G.-M. Goethals, and J.J. Seidel, (1977), “Spherical codes and designs,” Geom. Dedicata 6, 363-388. 
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3. Jika 𝑋 adalah spherical 𝒕-design sekaligus juga 𝒔 −distance set dalam bola 
satuan 𝑆𝑛−1, maka  

𝑡 ≤ 2𝑠. 
4. Jika 𝑋  adalah himpunan dalam bola satuan 𝑆𝑛−1  yang memenuhi hipotesis 

dan juga memenuhi persamaan dari salah satu dari pernyataan-pernyataan 
(1), (2), (3), maka persamaan dalam dua pernyataan sisanya juga dipenuhi 
oleh 𝑋. Jika ini terjadi, maka 𝑡 merupakan bilangan genap dan 𝑡 = 2𝑠. (Dalam 
hal ini 𝑋 kita katakan tight spherical 𝟐𝒔-design).  

Untuk himpunan 𝑋 ⊆ 𝑆𝑛−1 yang antipodal, yakni bersifat 𝑋 = −𝑋, 
Delsarte, Goethals, dan Seidel juga membuktikan teorema berikut. 

Teorema 3.2 (Delsarte-Goethals-Seidel, 1977) Pernyataan-pernyataan di 
bawah ini berlaku. 

1. Jika 𝑋 adalah antipodal spherical 𝒕-design dalam bola satuan 𝑆𝑛−1, maka  

|𝑋| ≥ 2 ⋅ (
𝑛 − 1 + ⟦

𝑡
2

⟧

⟦
𝑡
2

⟧
). 

2. Jika 𝑋 adalah antipodal 𝒔 −distance set dalam bola satuan 𝑆𝑛−1, maka  

|𝑋| ≤ 2 ⋅ (
𝑛 − 2 + 𝑠

𝑠 − 1
). 

3. Jika 𝑋  adalah antipodal spherical 𝒕-design sekaligus juga 𝒔 −distance set 
dalam bola satuan 𝑆𝑛−1, maka  

𝑡 ≤ 2𝑠 − 1. 
4. Jika 𝑋 adalah himpunan antipodal dalam bola satuan 𝑆𝑛−1  yang memenuhi 

hipotesis dan juga memenuhi persamaan dari salah satu dari pernyataan-
pernyataan (1), (2), (3), maka persamaan dalam dua pernyataan sisanya juga 
dipenuhi oleh 𝑋. Jika ini terjadi, maka 𝑡 merupakan bilangan ganjil dan 𝑡 =

2𝑠 − 1.  (Dalam hal ini 𝑋  kita katakan antipodal tight spherical (2s − 1)-
design). 

Dua teorema di atas menunjukkan bahwa tight spherical designs maupun 
tight distance sets adalah dua objek ekstremal.  

Berikut adalah beberapa contoh sederhana dari spherical designs. 

1. 𝑛 −gon regular pada bola satuan 𝑆1 ⊆ ℝ2 adalah spherical 𝑡 −design, untuk 
1 ≤ 𝑡 ≤ 𝑛 − 1.  

2. 𝑆𝑝ℎ𝑒𝑟𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑑𝑒𝑠𝑖𝑔𝑛𝑠 pada bola satuan 𝑆2 ⊆ ℝ3. 
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Tabel 1 Contoh-contoh spherical designs ℝ3 

No. X |X| Strength t 

1. Tetrahedron regular 4 2 

2. Kubus 8 3 

3. Oktahedron regular 6 3 

4. Dodekahedron regular 20 5 

5 Ikosahedron regular 12 5 

Gambar dari kelima spherical designs tersebut di atas adalah demikian.  

 

Gambar 2  Dari kiri ke kanan berturut-turut adalah tetrahedron regular, kubus, oktahedron regular, 
dodekahedron regular, okisahedron regular. 

Eksistensi spherical designs telah dibuktikan sekitar 40 tahun lalu oleh 
Seymour dan Zaslavsky (Seymour dan Zaslavsky, 1984).  

Teorema 3.3 (Seymour-Zaslavsky, 1984) Terdapat spherical t-designs 𝑋 pada 
bola satuan 𝑆𝑛 ⊆ ℝ𝑛+1, untuk sembarang 𝑡 dan 𝑛 dan kardinalitas |𝑋| yang cukup 
besar.  

Teorema Seymour-Zaslavsky ini sangat penting dalam kajian tentang spherical 
designs. Kita deskripsikan secara agak detail algoritma pembuktian teorema 
tersebut di atas. 

Misalkan Ω  adalah ruang topologis lintasan-terhubung dengan ukuran 
hingga positif 𝜇 yang memenuhi 𝜇(𝑆) ≥ 0, untuk setiap himpunan terukur 𝑆 
dan 𝜇(𝑈) > 0,  untuk setiap himpunan buka tak-kosong 𝑈.  Misalkan 
𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚: Ω →  ℝ𝑝  adalah fungsi-fungsi kontinu dan terintegralkan. 
Himpunan rata-rata dari 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚 adalah subhimpunan hingga 𝑋 ⊆ Ω yang 
untuk setiap bilangan bulat 𝑗 ∈ [1, 𝑚]ℤ memenuhi persamaan  

1

𝜇(Ω)
∫ 𝑓𝑗𝑑𝜇 =

1

|𝑋|
∑ 𝑓𝑗(𝑢).

𝑢∈𝑋Ω

 

Seymour-Zaslavsky membuktikan sifat berikut. 
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Teorema 3.4 (Seymour-Zaslavsky, 1984) Misalkan 𝛺, 𝜇, dan 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚 seperti 
yang tertulis di atas. Maka himpunan rata-rata 𝑋 dari fungsi-fungsi 𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚 
dijamin adanya. Kardinalitas dari 𝑋  dapat bernilai sama dengan sembarang 
bilangan positif, dengan sejumlah hingga pengecualian. Lebih dari itu, himpunan 
𝑋 dapat dipilih sehingga vektor-vektor dalam himpunan {𝑓1(𝑢), 𝑓2(𝑢), … , 𝑓𝑚(𝑢)}, 
untuk 𝑢 ∈ 𝑋, semuanya berbeda.  

Jika kita memilih himpunan Ω = 𝑆𝑛−1 dengan ukuran Haar 𝜎, dan kita pilih 
sebuah himpunan basis {𝑓1, 𝑓2, … , 𝑓𝑚} dari 𝑃𝑡(𝑆𝑛−1), maka himpunan rata-rata 
𝑋 menjadi spherical t-design.  

Meski bukti eksistensi spherical design dengan sembarang parameter telah 
diberikan oleh Seymour-Zaslavsky lebih dari 40 tahun lalu, tetapi bukti yang 
mereka berikan sangatlah sulit dan tidak konstruktif. Karena itu bukti 
alternatif terkait dengan eksistensi spherical designs ini masih menanti untuk 
diselesaikan. 

Masalah terbuka 3.5: Berikan bukti alternatif (dan jika memungkinkan bersifat 
konstruktif dan lebih mudah) untuk eksistensi spherical designs dengan 
sembarang parameter.  

Seperti telah disampaikan di atas, bukti dari Seymour-Zaslavsky tentang 
eksistensi spherical design itu tidak konstruktif. Teorema itu hanya 
membuktikan eksistensi spherical design tanpa memberikan metode untuk 
mengonstruksi spherical design tersebut. Karena itu masalah bagaimana 
mengonstruksi spherical design adalah tantangan tersendiri yang perlu 
diselesaikan.  

3.1.1 Konstruksi Spherical Designs 

Masalah utama yang akan kita diskusikan di sini adalah sebagai berikut. 

Masalah utama: Untuk sembarang bilangan bulat positif 𝑡  dan 𝑑,  berikankah 
metode konstruksi ekplisit dari spherical t-designs pada bola satuan 𝑆𝑑 .  

Masalah ini dapat kita reduksi menjadi masalah eksistensi interval 𝑡-designs 
dengan fungsi bobot Gegenbauer untuk integral seperti berikut. 

Misalkan 𝑤𝛼(𝑥) ≔ (1 − 𝑥2)𝛼 ,  dengan 𝛼 =
𝑑−2

2
,  adalah fungsi bobot Gegen-

bauer pada interval [−1,1].  
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𝑋 = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑀}  merupakan interval 𝑡 -design pada [−1,1]  terhadap fungsi 
bobot 𝑤𝛼(𝑥), jika persamaan di bawah ini dipenuhi 

1

∫ 𝑤𝛼(𝑥)𝑑𝑥
1

−1

∫ 𝑓(𝑥)𝑤𝛼(𝑥)𝑑𝑥 =

1

−1

1

|𝑋|
∑ 𝑓(𝑥),

𝑥∈𝑋

 

untuk sembarang polinom 𝑓(𝑥) berderajat kurang dari atau sama dengan 𝑡.  

Selanjutnya, untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑀]ℤ, misalkan 𝑆𝑖 menyatakan bola satuan 

dalam ruang Euclides ℝ𝑑  dengan radius √1 − 𝑥𝑖
2  dan berpusat di titik 

(𝑥𝑖 , 0,0, … ,0) ∈ ℝ𝑑+1, dengan koordinat pertama adalah 𝑥𝑖 . Maka seluruh bola 
𝑆𝑖 terletak pada bola satuan 𝑆𝑑 .  

Sekarang, untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑀]ℤ,  misalkan 𝑋𝑖  menyatakan spherical 𝑡 -
design pada bola 𝑆𝑖 . Kita asumsikan bahwa |𝑋𝑖| = 𝐾, untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑀]ℤ. 
Maka, 

⋃ 𝑋𝑖

𝑀

𝑖=1

  

merupakan spherical 𝑡-design dengan kardinalitas 𝐾 × 𝑀 dalam bola satuan 𝑆𝑑 . 
Secara formal, konstruksi spherical designs dengan cara seperti ini dibuktikan 
oleh Rabau dan Bajnok pada tahun 1991. 

Teorema 3.6 (Rabau-Bajnok, 1991) Misalkan 𝑌 ⊆ 𝑆𝑑−1 spherical 𝒕-design dan 
misalkan 𝑉 ⊆ [−1,1] interval 𝒕-design pada interval [−1,1] terhadap fungsi bobot 

𝑤𝛼(𝑥) ≔ (1 − 𝑥2)𝛼 , dengan 𝛼 =
𝑑−2

2
. Maka himpunan 

𝑋 ≔ {(𝑦√(1 − 𝑣2), 𝑣) : 𝑦 ∈ 𝑌, 𝑣 ∈ 𝑉} 

merupakan spherical t-design pada bola satuan 𝑆𝑑 .   

Salah satu konstruksi spherical designs eksplisit terbaru diberikan oleh Gerg 
Kuperberg (2005).  

Teorema 3.7 (Kuperberg, 2005) 2𝑠  titik berbentuk ±𝑧1 ± 𝑧2 ± ⋯ ± 𝑧𝑠 
membentuk formula kuadratur tipe-Chebyshev berderajat (2𝑠 + 1) pada interval 

[−1,1]  dengan bobot konstan jika dan hanya jika √𝑧𝑖  adalah akar-akar dari 
polinom. 
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𝑄(𝑥) = 𝑥𝑠 −
𝑥𝑠−1

3
+

𝑥𝑠−2

45
− ⋯ +

(−1)𝑠

1 ⋅ 3 ⋅ 15 ⋅ ⋯ (4𝑠 − 1)
. 

Untuk selanjutnya, himpunan 2s  titik berbentuk ±z1 ± z2 ± ⋯ ± zs  dalam 
Teorema 3.7 di atas kita sebut saja himpunan Kuperberg. 

Dengan menerapkan Teorema Rabau-Bajnok, Kuperberg sesungguhnya 
telah mengonstruksi spherical designs untuk sembarang strength ganjil (2s + 1) 
pada bola satuan 𝑆2 ⊆ ℝ3.  Empat tahun kemudian, dalam sebuah artikel 
surveinya, (Bannai-Bannai, 2009) meyakini bahwa metode Kuperberg dapat 
diperumum untuk mengonstruksi spherical designs dengan sembarang strength 
ganjil di ruang Euclides yang lebih besar.  

Masalah terbuka 3.8 (Bannai-Bannai, 2009): Gunakan metode Kuperberg untuk 
mengonstruksi spherical designs dengan sembarang strength (2𝑘 + 1) pada bola 
satuan 𝑆𝑑−1 ⊆ ℝ𝑑 , untuk 𝑑 ≥ 4. 

Percobaan pertama, dan satu-satunya sejauh ini, untuk menjawab 
tantangan Bannai dan Bannai telah kami lakukan secara parsial bersama 
Muhammad Samy Baladram13. Observasi yang kami lakukan pada dasarnya 
bersifat numerik. Berikut adalah hasil-hasil yang kami peroleh terkait dengan 
konstruksi spherical designs dengan menggunakan metode yang ditemukan 
oleh Kuperberg.  

Teorema 3.9 (Baladram-Suprijanto, 2014) Misalkan 𝑠  bilangan bulat positif 
dan 𝒂 = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑠) ∈ ℝ𝑠 . Misalkan 𝑌 adalah himpunan Kuperberg dengan 2𝑠 
titik berbentuk ±𝑎1 ± 𝑎2 ± ⋯ ± 𝑎𝑠 . Maka himpunan Kuperberg 𝑌  membentuk 
interval 𝟑-desain pada interval [−1,1] terhadap fungsi bobot Gegenbauer 𝑤(𝑥) ≔

(1 − 𝑥2)
𝑑−2

2  jika dan hanya jika ‖𝒂‖ =
1

√𝑑+1
.  

Berdasarkan teorema di atas kita peroleh akibat di bawah ini. 

Akibat 3.10 (Baladram-Suprijanto, 2014) Misalkan 𝑌 adalah tight spherical 𝟑-
design pada bola satuan 𝑆𝑑−1. Maka berlaku:   

 
13 Muhammad Samy Baladram, Ph.D. menyelesaikan masalah ini dalam tugas akhirnya di Program Studi Matematika, 

Program Sarjana, di bawah bimbingan saya. Kini yang bersangkutan adalah Assistant Professor di Tohoku 
University, Sendai, Jepang.  
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1. himpunan 

𝑌′ = {(𝒚√1 −
1

𝑑 + 1
, ±

1

√𝑑 + 1
) : 𝒚 ∈ 𝑌} 

 merupakan tight spherical 𝟑-design pada bola satuan 𝑆𝑑.  

2. himpunan  

𝑌′ = {(𝒚√1 − (±𝑎 ± 𝑎)2, ±𝑎 ± 𝑎) : 𝑎 =
1

2
√

2

𝑑 + 1
 𝑑𝑎𝑛 𝒚 ∈ 𝑌} 

merupakan spherical 𝟑-design pada bola satuan 𝑆𝑑.  

Teorema 3.11 (Baladram-Suprijanto, 2014) Himpunan Y yang terdiri atas 22 
titik berbentuk ±𝑎1 ± 𝑎2, dengan 𝑎𝑖 > 0, yang memenuhi interval 5-design pada 
selang [−1,1] terhadap bobot Gegenbauer  

𝑤(𝑥) ≔ (1 − 𝑥2)
𝑑−2

2  

 eksis hanya untuk 𝑑 = 1, 2, atau 3.  

Secara eksperimental, kami juga membuktikan syarat perlu dan syarat cukup 
bagi himpunan Kuperberg untuk membentuk interval 5-design seperti berikut. 

Teorema 3.12 (Baladram-Suprijanto, 2014) Himpunan Kuperberg Y yang 

terdiri atas 23  titik berbentuk ±√𝑧1 ± √𝑧2 ± √𝑧3 𝑚𝑒𝑚𝑏𝑒𝑛𝑡𝑢𝑘  interval 5-design 
pada selang [−1,1] terhadap bobot Gegenbauer  

𝑤(𝑥) ≔ (1 − 𝑥2)
𝑑−2

2  

jika dan hanya jika 𝑧𝑖 merupakan akar-akar dari persamaan 

𝑄(𝑥) = 𝑥3 −
𝑥3

𝑑 + 1
+

𝑑𝑥

2(𝑑 + 1)2(𝑑 + 3)
− 𝑝 

dengan 𝑝 adalah bilangan real yang terletak pada selang buka 

(
18𝑑2 − 27𝑑 + 5𝑑3 + 𝜎2 − 108

𝜎1
,
27𝑑 − 18𝑑2 − 5𝑑3 + 𝜎2 + 108

𝜎1
) 

dan 𝜎1 = 54𝑑6 + 648𝑑5 + 3078𝑑4 + 7344𝑑3 + 9234𝑑2 + 5832𝑑 + 1458,  
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𝜎2 = √2 (𝑑 + 3)
3
2√−𝑑3 + 18𝑑2 − 108𝑑 + 216. 

Lebih dari itu, interval 5-design ini eksis hanya untuk 𝑑 ∈ [1,6]ℤ.  

Analog dengan yang terjadi pada interval 5-design, kami juga berhasil 
membuktikan hal serupa untuk interval 7-design. 

Teorema 3.13 (Baladram-Suprijanto, 2014) Himpunan Y yang terdiri atas 23 
titik berbentuk ±𝑎1 ± 𝑎2 ± 𝑎3, dengan 𝑎𝑖 > 0, yang memenuhi interval 7-design 
pada selang [−1,1] terhadap bobot Gegenbauer  

𝑤(𝑥) ≔ (1 − 𝑥2)
𝑑−2

2  

 eksis hanya untuk 𝑑 = 1 atau 2.  

Sekali lagi, secara eksperimental, kami juga membuktikan syarat perlu dan 
syarat cukup bagi himpunan Kuperberg untuk membentuk interval 7-design 
seperti berikut. 

Teorema 3.14 (Baladram-Suprijanto, 2014) Himpunan Kuperberg Y yang 

terdiri atas 24  titik berbentuk ±√𝑧1 ± √𝑧2 ± √𝑧3 ± √𝑧4 𝑚𝑒𝑚𝑏𝑒𝑛𝑡𝑢𝑘  interval 7-
design pada selang [−1,1] terhadap bobot Gegenbauer  

𝑤(𝑥) ≔ (1 − 𝑥2)
𝑑−2

2  

jika dan hanya jika 𝑧𝑖 merupakan akar-akar dari persamaan 

𝑄(𝑥) = 𝑥4 −
𝑥3

𝑑 + 1
+

𝑑𝑥2

2𝑑3 + 10𝑑2 + 14𝑑 + 6

−
(𝑑2 − 𝑑)𝑥

6𝑑5 + 66𝑑4 + 252𝑑3 + 420𝑑2 + 318𝑑 + 90
+ 𝑝 

dengan 𝑝 adalah bilangan real yang terletak pada selang buka seperti tertulis pada 
tabel di bawah ini: 

𝑑 p 

2 (0, 0.000001628808061) 

3 (0.000001440015579, 0.000002166860188) 

4 (0.000001923319464, 0.000001951463832) 

Lebih dari itu, secara eksperimental kami juga melakukan observasi 
terkait dengan bagaimana mengonstruksi interval design dengan 
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menggunakan himpunan Kuperberg, yakni bagaimana akar-akar dari 
persamaan 

𝑥𝑠 − 𝑎1𝑥𝑠−1 + 𝑎2𝑥𝑠−2 − 𝑎3𝑥𝑠−3 + ⋯ + (−1)𝑠−1𝑎𝑠−1𝑥 + (−1)𝑠𝑎𝑠 = 0 

dapat menjadi interval 𝑡-design. Semua akar dari persamaan di atas haruslah 
bilangan real. Tetapi, untuk strength dan dimensi ruang Euclides yang besar, 
persamaan di atas memiliki solusi berupa bilangan kompleks, yang tentu tidak 
kita inginkan. Untuk mengatasi hal itu, kita melakukan manipulasi terhadap 
persamaan di atas dengan memperluasnya menjadi   

𝑥𝑠+𝑘 − 𝑎1𝑥𝑠−1+𝑘 + ⋯ + (−1)𝑠−1 𝑎𝑠−1𝑥𝑘−1 + (−1)𝑠−1𝑝1𝑥𝑘−1 + ⋯

+ (−1)𝑠+𝑘−1𝑝𝑘−1𝑥 + (−1)𝑠+𝑘𝑝𝑘 = 0. 

Himpunan solusi dari persamaan di atas memberikan spherical (2𝑠 + 1)-design 
dengan 2𝑠+𝑘 titik. Karena semua nilai dari 𝑎𝑖 telah diketahui, maka kita harus 
mencari cara untuk memilih 𝑝𝑖 ,  dengan 0 < 𝑝𝑖 < 1,  sehingga akar dari 
persamaan di atas seluruhnya merupakan bilangan real. Dengan 
memanfaatkan Teorema Sturm14, kita sampai pada kesimpulan bahwa untuk 
setiap dimensi 𝑑, terdapat bilangan bulat positif 𝑘 ≤ 𝑠 sehingga akar-akar dari 
persamaan terakhir di atas membentuk interval (2𝑠 + 1)-design dengan 2𝑠+𝑘 
titik. Akibatnya, kita peroleh spherical designs dengan parameter seperti 
diberikan pada tabel berikut.  

Tabel 2 Spherical t-design pada bola satuan 𝑆𝑑−1 ⊆ ℝ𝑑 

 𝑡 

𝑑 3 5 7 9 11 13 15  

2 2 22 23 24 25 26 27  

3 2 22 24 25     

4 2 23 24 25     

5 23        

6 23        

7         

8         

Observasi eksperimental di atas membawa kita pada konjektur (dugaan) 
berikut.  

Konjektur 3.14 (Bannai-Baladram-Suprijanto, 2023) Untuk setiap bilangan 
bulat positif 𝑑  dan 𝑠, terdapat himpunan Kuperberg yang terdiri atas 2𝑠+𝑘  titik, 
untuk 𝑘 ≤ 𝑠, membentuk interval (𝟐𝒔 + 𝟏)-design terhadap bobot Gegenbauer.  

 
14 C5 Yap, Fundemantal Problems in Algorithmic Algebra, Oxford University Press, 20060. 
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Masalah terbuka 3.15 Terkait dengan Konjektur di atas, tunjukkan eksistensi 
himpunan Kuperberg yang membentuk interval (𝟐𝒔 + 𝟏)-design terhadap bobot 
Gegenbauer yang terdiri atas 2𝑠+𝑘 titik, untuk 𝑘 = 𝑘(𝑠) (artinya, tidak harus 𝑘 ≤

𝑠).  

3.2 Perumuman Spherical Designs 

Ada setidaknya dua arah perumuman dari konsep spherical designs: (1) dengan 
mengganti ruang Euclides ℝ𝑛 dengan ruang simetrik kompak lainnya; atau (2) 
dengan mengganti bola satuan 𝑆𝑛−1 dengan sejumlah hingga bola konsentrik. 
Perluasan dalam arah pertama membawa kita pada konsep desain dalam 
ruang simetrik kompak, sementara perluasan dalam arah kedua membawa 
kita kepada gagasan Euclidean designs. Kita akan deskripsikan perluasan dalam 
arah pertama secara ringkas dan perluasan dalam arah kedua secara agak 
mendalam.  

3.2.1 Desain dalam Ruang Simetrik Kompak 

Ada beberapa perluasan dari konsep spherical designs, yang sebelumya 
didefinisikan pada bola satuan di ruang Euclides, ke ruang-ruang lainnya 
seperti ruang projektif, ruang Grassmann, dan mungkin pula pada ruang 
hiperbolik.  

3.2.1.1 Desain pada Ruang Simetrik Kompak dengan Rank 1  

Sebelum mengkaji spherical codes dan spherical designs pada tahun 1977, dua 

tahun sebelumnya Delsarte, Goethals, dan Seidel 15  telah lebih dahulu 
mengkaji sistem garis pada ruang ℝ𝑛 dan ruang ℂ𝑛. Karena garis di ruang ℝ𝑛 
dan ruang ℂ𝑛 dapat dipandang sebagai titik dalam ruang projektif atas ℝ dan 
ℂ, maka kita dapat memandang bahwa artikel Delsarte, Goethals, dan Seidel 
tersebut mengkaji subhimpunan hingga dalam suatu ruang projektif.  

Telah diketahui bahwa bola satuan 𝑆𝑛−1  merupakan salah satu ruang 
simetrik kompak dengan rank 1. Klasifikasi lengkap dari ruang simetrik 
kompak dengan rank 1 telah diketahui, dan terdiri atas: 

 
15 P. Delsarte, G.-M. Goethals, and J.J. Seidel, (1975), “Bounds for systems of lines and Jacobi polynomials,” Philips 

Research Reports 30, Boukamp Volume 91*-105*. 
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1. 𝑆𝑛−1, dan  
2. ruang projektif 𝑃𝑛−1(ℝ), dengan ℝ himpunan bilangan real,  
3. ruang projektif 𝑃𝑛−1(ℂ), dengan ℂ himpunan bilangan kompleks, 
4. ruang projektif 𝑃𝑛−1(ℍ), dengan ℍ himpunan quaternion, 
5. ruang projektif 𝑃𝑛−1(𝕆), dengan 𝕆 himpunan oktonion. 

Banyak teori yang berlaku di ruang bola satuan 𝑆𝑛−1 juga berlaku di ruang-
ruang projektif tersebut di atas. Kajian tentang teori desain dalam ruang-
ruang projektif tersebut telah mulai dilakukan oleh Bannai dan Hoggar dalam 
beberapa karya mereka (Hoggar, 1982), (Hoggar, 1984), (Bannai-Hoggar, 
1985), (Bannai-Hoggar, 1989), (Hoggar, 1990). Hingga saat ini, perkembangan 
di sekitar kajian ini masih sangat lambat dan menanti kontribusi dari banyak 
pihak. 

3.2.1.2 Design pada Ruang Simetrik Kompak dengan Rank > 𝟏 

Perluasan atas konsep spherical designs juga telah dilakukan pada ruang 
simetrik kompak dengan rank lebih dari 1. Salah satu ruang tersebut adalah 
yang disebut ruang Grassmann. Konsep 𝑡 -designs dalam ruang Grassmann 
diperkenalkan oleh (Bachoc, Coulangeon, dan Nebe, 2002). Sifat-sifat dasar 
tentang desain dalam ruang Grassmann tersebut juga telah mereka kaji. Sifat-
sifat lanjut dari t-designs dalam ruang Grassmann ini telah dikaji juga oleh 
(Bachoc, Bannai, dan Coulangeon, 2004). Meski demikian, masalah klasifikasi 
lengkap atas tight 𝑡 -designs dalam ruang Grassmann ini masih merupakan 
masalah terbuka hingga kini.  

3.2.2 Euclidean Designs 

Sebagai perumuman atas konsep spherical 𝑡 -designs dalam arah kedua, 
(Neumaier dan Seidel, 1988) dan (Delsarte dan Seidel, 1989) mendefinisikan 
apa yang mereka namakan Euclidean 𝑡 -designs. Jika spherical 𝑡 -designs 
meninjau himpunan hingga titik yang terletak pada sebuah bola satuan 
konsentrik, maka Euclidean 𝑡-designs meninjau himpunan hingga titik yang 
terletak pada sejumlah hingga bola konsentrik.  

Misalkan 𝑋 ⊆ ℝ𝑛 adalah himpunan hingga. Misalkan {‖𝑢‖: 𝑢 ∈ 𝑋} =

{𝑟1, 𝑟2, … , 𝑟𝑝}.  Untuk 𝑖 ∈ [1, 𝑝]ℤ,  misalkan 𝑆𝑖 ≔ {𝒙 ∈ ℝ𝑛: ‖𝒙‖ = 𝑟𝑖}  adalah bola 
berjar i-jari 𝑟𝑖 ,  dan misalkan pula 𝑋𝑖 = 𝑋 ∩ 𝑆𝑖 .  Misalkan 𝑤: 𝑋 → ℝ+  adalah 
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fungsi bobot, dengan 𝑤(𝑋𝑖) = ∑ 𝑤(𝒙)𝒙∈𝑋𝑖
. Himpunan hingga berbobot (𝑋, 𝑤) 

adalah Euclidean 𝑡-design jika persamaan 

∑
𝑤(𝑋𝑖)

|𝑆𝑖|
∫ 𝑓(𝒙)𝑑𝜎(𝒙) = ∑ 𝑤(𝒙)𝑓(𝒙)

𝑥∈𝑋𝑆𝑖

𝑝

𝑖=1

 

dipenuhi untuk semua polinom 𝑓(𝒙) berderajat kurang dari atau sama dengan 
𝑡. 

Neumaier dan Seidel (1988) juga membuktikan kondisi yang ekivalen 
dengan definisi Euclidean 𝑡 -design yang dalam banyak hal sangat 
memudahkan kita dalam kalkulasi.  

Teorema 3.16 (Neumaier-Seidel, 1988) Misalkan (𝑋, 𝑤)  adalah himpunan 
hingga berbobot dalam ℝ𝑛. Maka pernyataan-pernyataan berikut ekivalen. 

1. (𝑋, 𝑤) adalah Euclidean 𝑡-design.  
2. ∑ 𝑤(𝒙)‖𝒙‖2𝑗𝜑(𝒙) = 0𝒙∈𝑋  dipenuhi untuk setiap bilangan bulat 𝑙 ∈ [1, 𝑡]ℤ 

dan 𝑗 ∈ [1, ⌊
𝑡−1

2
⌋]

ℤ
, dan 𝜑 ∈ 𝐻𝑎𝑟𝑚𝑙(ℝ𝑛). 

3. Setiap momen dari 𝑋 berderajat kurang dari atau sama dengan 𝑡 invarian 
terhadap setiap transformasi orthogonal.  

Seperti dalam kasus spherical designs, gabungan dari dua Euclidean design 
adalah juga Euclidean design, sehingga para peneliti memberikan perhatian 
pada batas bawah dari kardinalitas himpunan hingga agar membentuk 
Euclidean design. Batas bawah yang natural untuk itu telah ditemukan oleh 
Moller (1979).  

Teorema 3.17 (Moller, 1979) Misalkan (𝑋, 𝑤) adalah Euclidean 𝒕-design. Maka 
berlaku dua pernyataan di bawah ini. 

1. Jika 𝑡 = 2𝑒, maka |𝑋| ≥ 𝑑𝑖𝑚(𝑃𝑒(𝑆)). 

2. Jika 𝑡 = 2𝑒 + 1, maka |𝑋| ≥ {
2 𝑑𝑖𝑚(𝑃𝑒

∗(𝑆)) , 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑒 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝 𝑑𝑎𝑛 0 ∈ 𝑋

2 𝑑𝑖𝑚(𝑃𝑒
∗(𝑆)), 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑡𝑖𝑑𝑎𝑘 𝑑𝑒𝑚𝑖𝑘𝑖𝑎𝑛.

 

Jika Euclidan t-designs (𝑋, 𝑤) mencapai batas bawah dalam teorema di atas, 
dan 𝑑𝑖𝑚(𝑃𝑒(𝑆)) = 𝑑𝑖𝑚(𝑃𝑒(ℝ𝑛))  atau 𝑑𝑖𝑚(𝑃𝑒

∗(𝑆)) = 𝑑𝑖𝑚(𝑃𝑒
∗(ℝ𝑛)),  maka (𝑋, 𝑤) 

dikatakan tight Euclidan t-designs. 
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Jika dalam kasus spherical design, Delsarte, Goethal, dan Seidel (1977) telah 
membuktikan bahwa spherical design tertentu memiliki struktur skema 
asosiasi polinom-𝑄, maka Euclidean design -yang merupakan perumuman dari 
spherical design- juga memiliki hubungan dengan konfigurasi koheren -yang 
merupakan perumuman dari skema asosiasi. Bannai dan Bannai telah 
membuktikan kedua sifat di bawah ini.  

Teorema 3.18 (Bannai-Bannai, 2010) Misalkan (𝑋, 𝑤)  adalah Euclidean t-
design. Misalkan fungsi bobot 𝑤(𝑥) bernilai konstan pada setiap bola konsentrik 
𝑋𝑘, dengan 𝑘 ∈ [1, 𝑝]ℤ, dan 𝑠𝑖,𝑘 + 𝑠𝑘,𝑗 ≤ 𝑡 − 2(𝑝 − 2), untuk setiap 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ [1, 𝑝]ℤ. 
Maka 𝑋 memiliki struktur sebagai konfigurasi koheren.  

Teorema 3.19 (Bannai-Bannai, 2010) Misalkan (𝑋, 𝑤)  adalah antipodal 
Euclidean t-design. Misalkan fungsi bobot 𝑤(𝑥) bernilai konstan pada setiap bola 
konsentrik 𝑋𝑘 , dengan 𝑘 ∈ [1, 𝑝]ℤ , dan 𝑠𝑖,𝑘 + 𝑠𝑘,𝑗 − 𝛿𝑖,𝑘 − 𝛿𝑘,𝑗 ≤ 𝑡 − 2(𝑝 − 2), 
untuk setiap 𝑖, 𝑗, 𝑘 ∈ [1, 𝑝]ℤ.  Maka 𝑋  memiliki struktur sebagai konfigurasi 
koheren.  

Catatan: Telah dibuktikan bahwa fungsi bobot untuk tight Euclidean design 
pada 𝑝 bola konsentrik bernilai konstan untuk setiap bola konsentrik 𝑋𝑘 .  

Mudah untuk diperiksa bahwa jika (𝑋, 𝑤)  adalah Euclidean 𝑡 -design, maka 
(𝑋′, 𝑤′) adalah juga Euclidean 𝑡-design, dengan 𝑋′ = {𝑎𝒙: 𝒙 ∈ 𝑋} dan 𝑤′(𝑎𝒙) =

𝜆𝑤(𝒙), untuk 𝒙 ∈ 𝑋 dan 𝑎, 𝜆 > 0.  

3.2.2.1 Eksistensi Euclidean designs 

Berbeda dengan spherical design, sejak pertama kali diperkenalkan oleh 
Neumaier dan Seidel (1988) (juga Delsarte dan Seidel (1989)), eksistensi 
Euclidean designs, khususnya eksistensi tight Euclidean design, diyakini tidak 
ada selain yang trivial saja. 

Konjektur 3.20 (Delsarte-Neumaier-Seidel, 1988-1989) Tidak ada tight 
Euclidean 𝟐𝒆-designs, untuk 𝑒 ≥ 2, selain simpleks regular.  

Konjektur Delsarte-Neumaier-Seidel ini membuat penelitian di bidang 
Euclidean designs tidak berkembang dan bahkan terhenti. Hingga sebelum 
tahun 2006, artikel terkait dengan topik Euclidean design praktis hanya ada dua 
saja, yaitu artikel yang ditulis oleh (Neumaier dan Seidel, 1988) yang terbit 
pada 1988 dan yang ditulis oleh (Delsarte dan Seidel, 1989) yang terbit setahun 
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setelahnya, pada 1989. Konjektur Delsarte-Neumaier-Seidel ini “bertahan” 
lebih dari limabelas tahun, hingga pada tahun 2006 (Bannai dan Bannai, 2006) 
memberikan contoh penyangkal atas konjektur tersebut.  

Contoh penyangkal atas konjektur Delsarte-Neumaier-Seidel: Tinjaulah 
himpunan 𝑋 = 𝑋1 ∪ 𝑋2, dengan  

• 𝑋1 = {(1,0), (−
1

2
,

√3

2
) , (−

1

2
, −

√3

2
)},  

• 𝑋2 = {(−𝑟, 0), (
𝑟

2
,

√3𝑟

2
) , (

𝑟

2
, −

√3𝑟

2
)}, 

• Fungsi bobot 𝑤(𝒙) = {
1, 𝒙 ∈ 𝑋1,
1

𝑟3 , 𝒙 ∈ 𝑋2.
 

Jika 𝑟 ≠ 1, maka 𝑋 merupakan tight Euclidean 4-design.  

 

Gambar 3 Tight Euclidean 4-design dalam ℝ2 

Karya (Bannai dan Bannai, 2006) ini membangkitkan kembali minat para 
peneliti di bidang kombinatorika aljabar, khususnya Euclidean designs, dan 
menandai semangat baru dalam penelitian di bidang ini. Pertanyaan yang 
muncul secara logis adalah, bagaimana dengan eksistensi tight Euclidean 
designs dengan strength ganjil. Jika eksistensinya dijamin, pertanyaan 
berikutnya adalah bagaimana dengan konstruksi contoh-contoh eksplisitnya, 
juga bagaimana dengan klasifikasi lengkapnya? Untuk menjawab hal ini, kami 
(Bannai, Bannai, dan Suprijanto, 2007) memperkenalkan gagasan tentang 
rigiditas dari Euclidean designs.  
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3.2.2.2 Rigiditas dari Euclidean Designs 

Konsep rigiditas dari Euclidean designs terinspirasi dari konsep serupa yang 
telah diperkenalkan sebelumnya oleh Bannai (Bannai, 1987) untuk spherical 
designs. Spherical 𝑡 -design dikatakan non-rigid jika tidak dapat dideformasi 
secara lokal dan tetap mempertahankan strukturnya sebagai spherical t-design.  

Definisi (Non-rigid spherical designs) Spherical t-design 𝑋 ≔ {𝒙𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑁} ⊆ 𝑆𝑛−1  dikatakan non-rigid atau dapat dideformasi dalam ruang  ℝ𝑛  jika 
untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat spherical t-design lain, katakanlah 𝑌 ≔ {𝒚𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤

𝑁} ⊆ 𝑆𝑛−1, sehingga kedua kondisi di bawah dipenuhi: 
1. Untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑁]ℤ berlaku ‖𝒙𝑖 − 𝒚𝑖‖ < 𝜖; dan  
2. Tidak terdapat trasformasi ortogonal 𝑔 ∈ 𝑂(𝑛)  yang memenuhi 𝑔(𝒙𝑖) = 𝒚𝑖 , 

untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑁]ℤ. 

Dimotivasi oleh definisi di atas, pada 2007 kami memperkenalkan konsep 
rigiditas untuk Euclidean designs yang bergantung kepada grup yang dibangun 
oleh transformasi ortogonal, scaling, dan juga adjustment pada fungsi bobot. 
Kita gunakan notasi 𝑂∗(𝑛) = 〈𝑂(𝑛), 𝑔𝜆, 𝑔𝜇〉  untuk grup yang dibangun oleh 
grup ortogonal 𝑂(𝑛), scaling 𝑔𝜆  pada 𝑋  dan adjustment 𝑔𝜇  pada fungsi bobot 
yang didefinisikan berturut-turut sebagai berikut:  

{
𝑔𝜆: (𝑋, 𝑤) ∋ 𝒙 → 𝒙′ = 𝜆𝒙 ∈ (𝑋′, 𝑤′),

𝑤′(𝒙′) = 𝑤(𝒙).
 

{
𝒈𝝁: (𝑿, 𝒘) ∋ 𝒙 → 𝒙′ = 𝒙 ∈ (𝑿′, 𝒘′),

𝒘′(𝒙′) = 𝝁𝒘(𝒙).
 

Definisi (Non-rigid Euclidean designs) Euclidean 𝒕-design 𝑋 = ({𝒙𝑖}𝑖=1
𝑁 , 𝑤) ∈

ℝ𝑛 dikatakan non-rigid atau dapat dideformasi jika untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat 
Euclidean 𝒕 -design lain, katakanlah 𝑌 ≔ ({𝒚𝑖}𝑖=1

𝑁 , 𝑤′) ∈ ℝ𝑛 , sehingga kedua 
kondisi di bawah dipenuhi: 
1. Untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑁]ℤ berlaku ‖𝒙𝑖 − 𝒚𝑖‖ < 𝜖 dan ‖𝑤(𝒙𝑖) − 𝑤′(𝒚𝑖)‖ < 𝜖 

2. Tidak terdapat trasformasi ortogonal 𝑔 ∈ 𝑂∗(𝑛)  yang memenuhi 𝑔(𝒙𝑖) = 𝒚𝑖 , 

untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑁]ℤ.  

Telah diketahui secara meluas bahwa tight spherical 𝑡-design bersifat rigid, 
karena jarak yang mungkin untuk sembarang dua vektor dalam desain 
tersebut berhingga buah banyaknya dan ditentukan hanya oleh dimensi 𝑛 dan 
strength 𝑡. Pertanyaan yang natural adalah bagaimana sifat rigiditas dari tight 
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spherical t-design jika dipandang sebagai Euclidean t-design. Kita miliki sifat 
berikut. 

Lema 3.21 (Bannai-Bannai-Suprijanto, 2007) Setiap tight spherical 𝟐𝒆-design 
bersifat rigid jika dipandang sebagai Euclidean 𝟐𝒆-design, untuk 𝑒 ≥ 2.  

 Sebagai contoh lain, tight Euclidean 4-design yang dikonstruksi oleh Bannai 
dan Bannai (2006) sebagai contoh penyangkal atas konjektur Delsarte-
Neumaier-Seidel merupakan contoh dari non-rigid Euclidean design. Hal ini 
dapat kita jelaskan demikian. Jika kita gerakkan semua titik yang terletak pada 
bola konsentrik kedua, 𝑋2(𝑟),  secara simultan dengan mengubah jari-jari 𝑟 
menjadi 𝑟′ sementara semua titik yang terletak pada bola konsentrik pertama, 
𝑋1, kita biarkan seperti semula, maka desain yang baru tetaplah merupakan 
Euclidean design dengan parameter yang sama. Tetapi transformasi semacam 
ini tidak termuat di dalam 𝑂∗(𝑛), karena 𝑋(𝑟) dan 𝑋(𝑟′) tidaklah sama untuk 
𝑟 ≠ 𝑟′. Karena itu Euclidean design ini bersifat non-rigid. 

Dalam deformasi yang dijelaskan di atas, semua titik yang terletak pada 
satu bola konsentrik seluruhnya bergerak ke satu bola konsentrik baru. 
Pertanyaan yang natural adalah, apa yang terjadi jika dua titik pada bola 
konsentrik yang sama bergerak ke dua bola konsentrik (baru) yang berbeda? 
Pertanyaan ini membawa kita kepada gagasan tentang non-rigiditas kuat 
(strong non-rigidity), kasus khusus dari non-rigiditas.  

Definisi (Non-rigiditas kuat) Euclidean t-design 𝑋 = ({𝒙𝑖}𝑖=1
𝑁 , 𝑤) ∈ ℝ𝑛 

dikatakan non-rigid kuat (strongly non-rigid) jika untuk setiap 𝜖 > 0 terdapat 
Euclidean 𝒕 -design lain, katakanlah 𝑌 ≔ ({𝒚𝑖}𝑖=1

𝑁 , 𝑤′) ∈ ℝ𝑛 , sehingga kedua 
kondisi di bawah dipenuhi: 
1. Untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑁]ℤ berlaku ‖𝒙𝑖 − 𝒚𝑖‖ < 𝜖 dan ‖𝑤(𝒙𝑖) − 𝑤′(𝒚𝒊)‖ < 𝜖; dan  
2. Terdapat 𝑖, 𝑗 ∈ [1, 𝑁]ℤ yang bersifat ‖𝒙𝑖‖ = ‖𝒙𝑗‖ tetapi ‖𝒚𝑖‖ = ‖𝒚𝑗‖. 

 

Gambar 4 Ilustrasi definisi Euclidean design yang bersifat non-rigid kuat 
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Jelas bahwa setiap Euclidean t-design yang non-rigid kuat adalah Euclidean 
t-design yang non-rigid, karena syarat (2) di atas berimplikasi bahwa 
transformasi 

𝒙𝑖 ↦ 𝒚𝑖 , untuk setiap 𝑖 ∈ [1, 𝑁]ℤ 

tidak termuat di dalam grup 𝑂∗(𝑛).  

Konsep non-rigid kuat ini mengantarkan kita kepada satu sifat penting 
berikut. 

Teorema 3.22 (Bannai-Bannai-Suprijanto, 2007) Tight Euclidean t-design 
berikut bersifat non-rigid kuat: 
1. Tight spherical 2-design dalam 𝑆𝑛−1 dipandang sebagai tight Euclidean 2-

design. 
2. Antipodal tight spherical 3-design dalam 𝑆1  dipandang sebagai tight 

Euclidean 3-design.  
3. Tight Euclidean 4-design dalam ruang ℝ2 yang pada dua bola kosentrik. 
4. Antipodal tight 5-design dalam ruang ℝ2 yang pada dua bola konsentrik.  

Sebagai akibat dari teorema di atas, kita peroleh eksistensi tak-hingga banyak 
tight Euclidean design yang tidak trivial di bawah ini.  

Akibat 3.23 (Bannai-Bannai-Suprijanto, 2007) Terdapat tak hingga banyak 
tight Euclidean design dengan parameter seperti berikut:  
1. 2-design dalam ℝ𝑛 yang pada 𝑝 = 2,3, … , 𝑛 + 1 bola konsentrik. 
2. Antipodal 3-design dalam ℝ2 yang pada dua bola konsentrik. 
3. 4-design dalam ℝ2 yang pada 3 dan 4 bola konsentrik.  
4. Antipodal 5-design dalam ℝ2 yang pada 3 dan 4 bola konsentrik.  

Akibat di atas membuktikan eksistensi tak-hingga banyak tight Euclidean t-
design yang tidak trivial, bertentangan dengan konjektur dari Delsarte-
Neumaier-Seidel. Berbeda dengan Bannai dan Bannai (2006), di sini kita 
membuktikan kekeliruan konjektur Delsarte-Neumaier-Seidel tersebut 
dengan cara yang elementer. Lebih dari itu, terkait dengan eksistensi tight 
Euclidean t-design, kami percaya pada dugaan berikut. 

Konjektur 3.24 (Bannai-Bannai-Suprijanto, 2007) Jika tight Euclidean 2e-
design atau antipodal tight Euclidean (2e+1)-design yang disuport oleh lebih dari 

[
𝑒+𝜖𝑆

2
] + 1 bola konsentrik dijamin adanya, maka terdapat tak hingga banyak tight 
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Euclidean 2e-design atau antipodal tight Euclidean (2e+1)-design, berturut-
turut.  

3.2.2.2 Konstruksi dan Klasifikasi Euclidean Designs 

Seperti yang terjadi pada spherical designs, salah satu masalah utama dalam 
penelitian di bidang Eucidean designs adalah bagaimana mengonstruksi 
contoh eksplisit dan, jika mungkin, mengklasifikasi Euclidean designs pada 𝑝 
bola konsentrik. Karena secara umum masalah ini sangat sulit, para peneliti 
memulainya dengan melakukan klasifikasi pada tight Euclidean designs. Sejauh 
ini, tight Euclidean designs yang telah diketahui adalah sebagai berikut: 

1. Dalam ruang ℝ2,  (Bajnok, 2006) telah mengonstruksi tight Euclidean 𝑡 -
design pada 𝑝 bola konsentrik, untuk sembarang strength 𝑡 yang mungkin.  

2. Dalam ruang ℝ𝑛,  (Bannai, Bannai, dan Suprijanto, 2007) telah 
membuktikan bahwa konfigurasi (𝑋, 𝑤) adalah Euclidean 2-design jika dan 
hanya jika 𝑋 adalah himpunan dengan 𝑛 + 1 unsur dan juga merupakan 
himpunan perkalian-dalam- 1,  yakni {𝑢 ⋅ 𝑣: 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑋, 𝑢 ≠ 𝑣} = {𝛼},  untuk 
suatu konstanta negatif 𝛼 < 0.  

3. Dalam ruang ℝ𝑛,  Et. Bannai (2006) telah membuktikan bahwa tight 
Euclidean 3 -design serupa dengan himpunan 𝑋 = {±𝑟𝑖𝒆𝑖: 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛}, 

dengan 𝑤(𝑟𝑖𝒆𝑖) =
1

𝑚𝑖
2, untuk 𝑖 ∈ [1, 𝑛]ℤ.  

4. Misalkan (𝑋, 𝑤) adalah tight Euclidean 4-design pada dua bola konsentrik. 
Misalkan 𝑋 = 𝑋1 ∪ 𝑋2,  dengan |𝑋1| ≤ |𝑋2|.  Et. Bannai (2009) telah 
membuktikan hasil-hasil di bawah ini: 
• Jika |𝑋1| = {0}, maka 𝑋2 adalah tight spherical 4-design.  
• Jika |𝑋1| = 𝑛 + 1,  maka 𝑛 = 2, 4, 5, 6, 22  dan 𝑋2  memiliki struktur 

sebagai tight (kombinatorial) 4 -design di dalam skema Johnson 
𝐽(𝑛 + 1,2).  

• Jika |𝑋1| = 𝑛 + 2, maka 𝑛 = 4 dan 𝑋2 memiliki struktur sebagai skema 
Hamming 𝐻(2,3).  

• Jika |𝑋1| ≥ 𝑛 + 3 dan 𝑛 < 78, maka |𝑋1| = 33 dan 𝑋2 memiliki struktur 
sebagai tight (kombinatorial) 4 -design di dalam skema Hamming 
𝐽(11,3).  
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• Jika |𝑋1| ≥ 𝑛 + 3  dan 𝑛 ≥ 78,  maka klasifikasi masih merupakan 
masalah terbuka.   

5. Misalkan (𝑋, 𝑤) adalah tight Euclidean 5-design pada dua bola konsentrik. 
Misalkan 𝑋 = 𝑋1 ∪ 𝑋2,  dengan |𝑋1| ≤ |𝑋2|.  Et. Bannai (2006) telah 
membuktikan hasil-hasil di bawah ini:  
• Jika |𝑋1| = {0}, maka 𝑋2 adalah tight spherical 5-design.  
• Jika 0 ∉ 𝑋, maka 𝑛 = 2, 3, 5, 6.  

6. Misalkan (𝑋, 𝑤) adalah tight Euclidean 7-design pada dua bola konsentrik. 
Misalkan 𝑋 = 𝑋1 ∪ 𝑋2, dengan |𝑋1| ≤ |𝑋2|. (Bannai dan Bannai, 2008) telah 
membuktikan bahwa 𝟎 ∉ 𝑋 dan 𝑛 = 2, 4, 7.  

7. (Bajnok, 2006) telah mengonstruksi tight Euclidean 6-design (𝑋, 𝑤) di ruang 
Euclides ℝ2 sebagai berikut: 

• 𝑋 = {𝑏𝑘𝑗 = (𝑟𝑘𝑐𝑜𝑠 (
2𝑗+𝑘𝑙

5
𝜋) , 𝑟𝑘𝑠𝑖𝑛 (

2𝑗+𝑘𝑙

5
𝜋)) : 𝑗 ∈ [1,5]ℤ, 𝑘 ∈ [1,2]ℤ} ; dan 

• 𝑤(𝑏𝑘𝑗) =
1

𝑟𝑘
5, dengan 𝑘 ∈ [1,2]ℤ.  

(Suprijanto, 2011) menunjukkan bahwa tight Euclidean 6-design di atas 
adalah satu-satunya di ruang Euclides ℝ𝑛, dengan 𝑛 ∈ [2,8]ℤ.  

8. (Bannai, Bannai, dan Shigezumi, 2012) mengonstruksi tight Euclidean 6-
design di ruang Euclides ℝ22 pada dua bola konsentrik dengan kardinalitas 

(22+3
3

) , dan rasio jari-jari 𝑟2

𝑟1
= √11,  dan rasio fungsi bobot 𝑤2

𝑤1
=

1

729
.  Ini 

adalah satu dari dua tight Euclidean 6-design yang berada di ruang Euclides 
ℝ𝑛, dengan 𝑛 ∈ [2,438]ℤ. 

9. (Bajnok, 2007) juga telah mengonstruksi tight Euclidean 7-design pada tiga 
bola konsentrik.  

10. Misalkan (𝑋, 𝑤) adalah tight Euclidean 9-design pada dua bola konsentrik. 
Misalkan 𝑋 = 𝑋1 ∪ 𝑋2, dengan |𝑋1| ≤ |𝑋2|. (Bannai dan Bannai, 2011) telah 
melakukan klasifikasi lengkap dengan membuktikan beberapa fakta 
sebagai berikut. 
• Jika 𝑋1 = {𝟎},  maka 𝑛 = 2,  dan (𝑋\{𝟎}, 𝑤)  serupa dengan tight 

Euclidean 9-design (𝑌, 𝑤)  dengan 𝑌 = 𝑌1 ∪ 𝑌2, dan 𝑌1  dan 𝑌2  adalah 8-
gon regular berbentuk 

- 𝑌1 = {𝑟1(cos 𝜃𝑘 , sin 𝜃𝑘): 𝜃𝑘 =
2𝑘𝜋

8
, 𝑘 ∈ [0,7]ℤ},  
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-  𝑌2 = {𝑟1(cos 𝜃𝑘 , sin 𝜃𝑘): 𝜃𝑘 =
(2𝑘+1)𝜋

8
, 𝑘 ∈ [0,7]ℤ}.  

• Jika 𝑛 ≥ 3, maka tidak terdapat tight Euclidean 9-design.  

11. Hasil terbaru sejauh ini terkait dengan tight Euclidean 𝑡-design, dengan 𝑡 ≥

11 ganjil, telah diberikan oleh (Bannai dan Bannai, 2014) yang berhasil 
membuktikan bahwa terdapat hanya sejumlah hingga tight Euclidean 𝑡-
design pada dua bola konsentrik.  

Sejauh ini, hasil-hasil yang terkait dengan konstruksi tight Euclidean 𝑡 -
design pada 𝑝 ≥ 3 bola konsentrik masih menanti penyelidikan lebih lanjut. 
Lebih dari itu, klasifikasi lengkap dari tight Euclidean t-designs, untuk t ganjil 
maupun t genap, masih jauh dari tuntas, bahkan pun untuk desain yang 
termuat pada dua (𝑝 = 2)  bola konsentrik. Masih banyak sekali masalah 
terbuka yang menanti untuk diselesaikan. 

Masalah terbuka 3.25 Konstruksi atau klasifikasi tight Euclidean t-designs pada 
𝑝 ≥ 2 bola konsentrik. 
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  4. TEORI KODING 

Kemunculan derau (noise) dalam setiap saluran komunikasi merupakan hal 
yang tidak terhindarkan dalam kehidupan kita. Teori Koding (error-correcting 
codes) lahir sebagai respons atas masalah ini. Adalah Claude Elwood Shannon 
yang pada tahun 1948 melahirkan karya (Shannon, 1948) yang menandai 
lahirnya cabang ilmu ini. Di dalam karya tersebut, Shannon membuktikan 
eksistensi kode yang baik, yang dapat digunakan dalam proses komunikasi, 
terlepas dari saluran komunikasi yang tersedia. Tetapi, bukti yang diberikan 
oleh Shannon itu tidaklah konstruktif. Dia hanya membuktikan eksistensi 
kode tanpa memberikan konstruksi eksplisit dari kode tersebut. Karena itu, 
konstruksi kode yang baik merupakan salah satu masalah utama dalam 
bidang penelitian Teori Koding ini. 

Teori Koding telah tumbuh menjadi cabang ilmu yang sangat penting 
karena ilmu ini merupakan irisan dari berbagai disiplin ilmu lain, termasuk 
teori informasi, sains komputer, teknik elektro, di samping matematika 
sendiri. Bahkan di dalam bidang matematika sendiri, Teori Koding 
melibatkan berbagai cabang ilmu, termasuk Aljabar, Kombinatorika, Teori 
Bilangan, Analisis, dan juga Teori Peluang.  

4.1 Kode Linear Atas Lapangan Hingga 

Misalkan 𝔽𝑞  adalah lapangan hingga. Kode 𝐶  dengan panjang 𝑛  adalah 
subhimpunan tak-kosong dari ruang vektor 𝔽𝑞

𝑛 , dan kode linear 𝐶  dengan 
panjang 𝑛 adalah subruang dari ruang vektor 𝔽𝑞

𝑛 atas lapangan 𝔽𝑞 . Kode linear 
𝐶  berdimensi 𝑘 kita tuliskan sebagai kode-[𝑛, 𝑘]. Matriks pembangkit dari 𝐶 
adalah matriks berukuran 𝑘 × 𝑛  yang baris-barisnya merupakan basis dari 
kode 𝐶.  Bobot 𝑤𝑡(𝑐)  dari katakode 𝑐 ∈ 𝐶  didefinisikan sebagai banyaknya 
entri taknol dari 𝑐. Bobot minimum 𝑤𝑡(𝐶) dari kode 𝐶 didefinisikan  

𝑤𝑡(𝐶) = min{𝑤𝑡(𝑥): 𝑥 ∈ 𝐶, 𝑥 ≠ 0}. 

Selain panjang kode dan dimensi, parameter lain yang penting bagi 
sebuah kode linear adalah jarak minimum 𝑑 = 𝑑(𝐶)  yang didefinisikan 
sebagai berikut. 

𝑑 = 𝑑(𝐶) = min{𝑑𝐻(𝑥, 𝑦): 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐶, 𝑥 ≠ 𝑦}, 
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dengan 𝑑𝐻(𝒙, 𝒚) ≔ |{𝑗: 𝑥𝑗 ≠ 𝑦𝑗}|. Mudah dibuktikan bahwa untuk kode linear, 
bobot jarak mimimun dari kode 𝐶  tepat sama dengan bobot minimum dari 
kode 𝐶. Jadi, 𝑑(𝐶) = 𝑤𝑡(𝐶).  Kode linear 𝐶  dengan panjang 𝑛, dimensi 𝑘, dan 
jarak minimum 𝑑 ditulis kode-[𝑛, 𝑘, 𝑑]. Pencacah bobot 𝑊 dari kode linear 𝐶 
didefinisikan sebagai 

𝑊(𝑥, 𝑦) = ∑ 𝐴𝑖𝑥𝑛−𝑖𝑦𝑖 ,

𝑛

𝑖=0

 

dengan 𝐴𝑖 menyatakan banyaknya katakode berbobot 𝑖 di dalam 𝐶.  

Ruang vektor 𝔽𝑞
𝑛  dilengkapi dengan perkalian dalam Euclides yang 

natural. Dual dari kode 𝐶, ditulis 𝐶⊥, didefinisikan sebagai himpunan vektor 
dalam 𝔽𝑞

𝑛  yang ortogonal dengan setiap katakode di 𝐶.  Kode linear 𝐶 
dikatakan swa-dual jika 𝐶 = 𝐶⊥.  Sebuah kode linear 𝐶  disebut tipe II jika 𝐶 
swa-dual dan doubly even, yakni setiap katakode di dalamnya berbobot 
kelipatan 4.  

 Jarak minimum 𝑑 = 𝑑(𝐶) dari sebuah kode 𝐶  sangatlah penting karena 
parameter ini berbanding lurus dengan kemampuan kode tersebut dalam 
mendeteksi dan mengoreksi kesalahan, sebagaimana diberikan oleh teorema 
di bawah ini.  

Teorema 4.1 Kode linear dengan jarak minimum 𝑑  dapat mengoreksi hingga 

⟦
𝑑−1

2
⟧ digit kesalahan jika kode tersebut digunakan dalam transmisi informasi.  

Kode linear 𝐶 berdimensi 𝑘 dan jarak minimum 𝑑 kita tuliskan sebagai kode-
[𝑛, 𝑘, 𝑑]. Sebuah kode linear dikatakan ekstremal atau hampir ekstremal jika 
jarak minimumnya tepat sama atau berselisih satu dengan batas atas dari 
jarak minimum yang mungkin untuk kode linear tersebut, sebagaimana 
diberikan oleh Grassl (2024). 

Salah satu masalah penting dalan penelitian di bidang Teori Koding diberikan 
seperti di bawah ini. 

Masalah fundamental dalam Teori Koding Jika diberikan dua parameter dari 
kode linear, yaitu panjang kode 𝑛 dan dimensi kode 𝑘, bagaimana mengonstruksi 
kode linear yang memiliki jarak minimum 𝑑 setinggi mungkin.  
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4.1.1 Konstruksi Kode Linear dari Skema Asosiasi Johnson  

Sejauh ini ada beragam metode konstruksi yang telah diperkenalkan oleh 
banyak peneliti. Meski demikian, tidak ada satupun metode konstruksi yang 
dapat digunakan untuk memperoleh kode linear dengan jarak minimum yang 
optimal untuk seluruh panjang kode dan dimensi kode yang diberikan. Salah 
satu yang telah kami coba adalah bagaimana mengonstruksi kode linear dari 
graf Johnson.  

Untuk menyegarkan ingatan, marilah kita tinjau kembali skema Johnson. 
Misalkan 𝑉  adalah himpunan dengan 𝑣  unsur dan 𝑋  adalah koleksi 

subhimpunan dari 𝑉  dengan 𝑘  unsur, dengan 𝑘 ≤
𝑣

2
.  (Jadi |𝑋| = (𝑣

𝑘
) ). Relasi 

pada 𝑋 didefinsikan sebagai: 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑖 ⇔ |𝑥 ∩ 𝑦| = 𝑘 − 𝑖, 

untuk setiap 𝑖 ∈ [0, 𝑘]ℤ. Maka 𝐽(𝑣, 𝑘) = (𝑋, {𝑅𝑖}𝑖=0
𝑘 ) merupakan skema asosiasi 

simetris yang disebut skema asosiasi Johnson atau skema Johnson dan graf 
Γ = (𝑋, 𝑅1)  disebut graf Johnson. Kami gunakan empat buah metode 
konstruksi untuk mendapatkan kode linear dengan jarak minimum yang 
optimal.  

Untuk sembarang bilangan real 𝑟, 𝑠, 𝑡 ∈ 𝔽𝑞 , definisikan matriks  

𝑄(𝑟, 𝑠, 𝑡) ≔ 𝑟𝐼 + 𝑠𝐴 + 𝑡𝐴̅, 

dengan 𝐼  matriks identitas, 𝐴  matriks ketetanggaan dari graf Γ,  dan 𝐴̅ = 𝐽 −

𝐼 − 𝐴.  

Matriks insidensi 𝑀 = (𝑀(𝑖, 𝑗)) dari graf Γ = (𝑋, 𝑅1) didefinisikan sebagai 
𝑀(𝑖, 𝑗) = 1 jika titik 𝑖  menempel pada sisi 𝑒𝑗 , dan 𝑀(𝑖, 𝑗) = 0 jika titik 𝑖  tidak 
menempel pada sisi 𝑒𝑗.  

Kita perkenalkan juga beberapa notasi dan definisi. Graf garis dari Γ, 
ditulis 𝐿Γ, didefinisikan sebagai graf dengan himpunan titik 𝑉(𝐿Γ) = 𝐸(Γ), dan 
sembarang dua titik dalam 𝑉(𝐿Γ) bertetangga jika dan hanya jika kedua sisi 
yang bersesuaian memiliki titik yang sama. Telah diketahui bahwa matriks 
ketetanggaan dari graf garis 𝐿Γ  berbentuk 𝑀𝑇𝑀 − 2𝐼,  dengan 𝑀  adalah 
matriks insidensi dari graf Γ. Perkalian tensor 𝑇Γ = Γ × Γ dari graf Γ adalah 
graf dengan himpunan titik 𝑉(Γ × Γ) = V(Γ) × 𝑉(Γ), dan sembarang dua titik 
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(𝑢1, 𝑢2), (𝑣1, 𝑣2) ∈ 𝑉(Γ × Γ)  bertetangga jika dan hanya jika {𝑢1, 𝑣1}, {𝑢2, 𝑣2} ∈

𝐸(Γ).  

Kami coba mengonstruksi kode linear dengan menggunakan dua belas 
matriks pembangkit, yang empat di antaranya seperti di bawah ini: 
1. 𝐴, dengan 𝐴 adalah matriks ketetanggan dari graf Γ;  
2. (𝐴 |𝑀), dengan 𝑀 adalah matriks insidensi dari graf Γ;  
3. 𝑃(𝑟, 𝑠, 𝑡) = (𝐼 |𝑄(𝑟, 𝑠, 𝑡)),  dengan 𝐼  matriks identitas dan 𝑄(𝑟, 𝑠, 𝑡)  seperti 

didefinisikan di atas; 

4. 𝐵(𝑟, 𝑠, 𝑡) =  (

1 0 ⋯  0  𝛼 𝛽 ⋯ 𝛽 
0         𝛾         

 ⋮    𝐼    ⋮  𝑄(𝑟, 𝑠, 𝑡)
0        𝛾         

), dengan 𝛼, 𝛽, 𝛾 suatu unsur di 𝔽𝑞 .  

Delapan matriks pembangkit lainnya diperoleh dari keempat matriks 
pembangkit di atas, dengan menggantikan graf Γ  dengan graf garis 𝐿Γ  dan 
graf tensor 𝑇Γ.   Secara umum, untuk sembarang graf Γ  kita memiliki sifat 
berikut.  

Lema 4.2 Jika 𝐺 adalah matriks pembangkit dari kode linear 𝐶, dengan parameter 
[𝑛, 𝑘, 𝑑], maka berlaku 𝑑 ≤ min{𝑤𝑡(𝑔𝑖): 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘}, dengan 𝑔𝑖  adalah baris-baris 
pada matriks 𝐺.  

Sabagai akibat dari sifat di atas, terkait keempat metode konstruksi yang 
diberikan pada (1), (2), (3), dan (4) di atas, kita peroleh sifat di bawah ini. 

Akibat 4.3 Misalkan Γ = (𝑋, 𝑅1) adalah graf Johnson dengan |𝑋| = 𝑣 dan |𝑅1| =

𝜖, dan misalkan pula 𝛿(Γ) adalah derajat titik terkecil pada graf Γ. Maka berlaku: 
1. kode linear dengan matriks pembangkit 𝐴 memiliki parameter [𝑛, 𝑘, 𝑑] dengan 

𝑑 ≤ 𝛿(Γ).  
2. kode linear dengan matriks pembangkit (𝐴 |𝑀)  memiliki parameter [𝑛 +

𝜖, 𝑘, 𝑑] dengan 𝑑 ≤ 𝛿(Γ).  
3. kode linear dengan matriks pembangkit 𝑃(𝑟, 𝑠, 𝑡) memiliki parameter [2𝑣, 𝑣, 𝑑] 

dengan 𝑑 ≤ 𝑣 + 1.  
4. kode linear dengan matriks pembangkit 𝐵(𝑟, 𝑠, 𝑡)  memiliki parameter [2𝑣 +

2, 𝑣 + 1, 𝑑] dengan 𝑑 ≤ 𝑣 + 2. 

Hasil-hasil konstruksi kode linear biner yang kami peroleh adalah seperti 
tertulis di dalam tabel di bawah ini.  
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Tabel 3 Daftar kode liner biner yang diperoleh dengan beragam metode konstruksi. 

No ⟨𝑖, 𝑛, 𝑘, 𝑟, 𝑠, 𝑡, 𝛼, 𝛽, 𝛾⟩ Parameter 
[n,k,d] 

BA BB Tipe (𝐴𝑑 , 𝐴𝑑+1, 𝐴𝑑+2) 

1. ⟨4,3,1,0,1,0,1,1,1 ⟩ [8,4,3] 4 4 n-ex (3,7,4) 

2. ⟨4,3,1,0,1,0,1,1,1 ⟩ [8,4,3] 4 4 n-ex (4,6,4) 

3. ⟨4,3,1,0,1,0,0,1,1 ⟩ [8,4,3] 4 4 n-ex (7,7,0) 

4. ⟨3,4,1,0,1,0 ⟩ [8,4,4] 4 4 s-d, ex (14,0,0) 

5. ⟨9,3,1 ⟩ [9,4,4] 4 4 ex (9,0,6) 

6. ⟨1,2,5,2 ⟩ [10,4,4] 4 4 ex (5,0,10) 

7. ⟨4,4,1,0,1,0,1,1,1 ⟩ [10,5,3] 4 4 n-ex (4,6,8) 

8. ⟨4,3,1,0,1,0,0,1,0 ⟩ [10,5,3] 4 4 n-ex (4,14,8) 

9. ⟨3,2,5,1,0,1,0 ⟩ [10,5,4] 4 4 ex (10,16,0) 

10. ⟨4,3,1,0,1,0,1,1,0 ⟩ [10,5,4] 4 4 ex (18,0,8) 

11. ⟨5,2,4,2 ⟩ [12,4,6] 6 6 ex (12,0,3) 

12. ⟨4,5,1,0,1,0,1,1,1 ⟩ [12,6,3] 4 4 n-ex (5,10,0) 

13. ⟨4,5,1,0,1,0,0,1,0 ⟩ [12,6,3] 4 4 n-ex (5,10,16) 

14. ⟨4,5,1,0,1,0,1,1,0 ⟩ [12,6,4] 4 4 ex (5,16,0) 

15. ⟨3,4,2,0,1,1 ⟩ [12,6,4] 4 4 s-d, n-ex (15,10,32) 

16. ⟨4,4,2,0,0,1,0,1,1 ⟩ [14,7,3] 4 4 n-ex (6,15,0) 

17. ⟨3,7,1,0,1,0 ⟩ [14,7,4] 4 4 ex (21,0,0) 

18. ⟨4,4,2,0,1,1,1,1,0 ⟩ [14,7,4] 4 4 ex (21,0,32) 

19. ⟨1,6,2 ⟩ [15,4,8] 8 8 ex (15,0,0) 

20. ⟨3,8,1,0,1,0 ⟩ [16,8,4] 5 5 s-d, n-ex, T-II (28,0,0) 

21. ⟨4,7,1,0,1,0,0,1,1 ⟩ [16,8,4] 5 5 s-d, n-ex, T-II (28,0,0) 

22. ⟨4,7,1,0,1,0,1,1,0 ⟩ [16,8,4] 5 5  n-ex (28,0,0) 

23. ⟨9,5,1 ⟩ [25,16,4] 4 4  ex (100,0,600) 

24. ⟨8,4,2,0,0,1,1,1,1 ⟩ [26,13,6] 7 7  n-ex (54,64,135) 

25. ⟨8,4,2,1,1,0,1,1,0 ⟩ [26,13,6] 7 7  n-ex (70,0,471) 

26. ⟨8,4,2,0,0,1,1,1,0 ⟩ [26,13,6] 7 7  n-ex (102,0,247) 

27. ⟨1,8,2 ⟩ [28,6,12] 12 12  ex (28,0,0) 

28. ⟨4,6,2,0,0,1,1,1,1 ⟩ [32,16,7] 8 8  n-ex (35,465,120) 

29. ⟨4,6,2,0,0,1,1,1,0 ⟩ [32,16,7] 8 8  n-ex (120,380,120) 

30. ⟨4,6,2,0,0,1,0,1,0 ⟩ [32,16,7] 8 8  n-ex (155,465,0) 

31. ⟨4,6,2,0,0,1,0,1,1 ⟩ [32,16,8] 8 8  s-d, n-ex (620,0,0) 

32. ⟨12,4,1,0,1,0,0,1,1 ⟩ [34,17,7] 8 8  n-ex (32,300,320) 

33. ⟨12,4,1,1,0,1,0,1,0 ⟩ [34,17,7] 8 8  n-ex (32,620,320) 

34. ⟨12,4,1,1,0,1,0,1,1 ⟩ [34,17,8] 8 8  ex (332,640,0) 

35. ⟨3,6,3,1,0,1 ⟩ [40,20,8] 9 10 s-d, n-ex, T-II (285,0,0) 

36. ⟨3,6,3,0,1,0 ⟩ [40,20,8] 9 10 s-d, n-ex (285,0,1024) 

Catatan terkait tabel:  

• 𝑖 = 1 berarti kode diperoleh dengan metode konstruksi (1) dari graf Γ. 
• 𝑖 = 2 berarti kode diperoleh dengan metode konstruksi (2) dari graf Γ. 
• 𝑖 = 3 berarti kode diperoleh dengan metode konstruksi (3) dari graf Γ. 
• 𝑖 = 4 berarti kode diperoleh dengan metode konstruksi (4) dari graf Γ. 
• 𝑖 = 5 berarti kode diperoleh dengan metode konstruksi (1) dari graf 𝐿Γ. 
• 𝑖 = 6 berarti kode diperoleh dengan konstruksi metode (2) dari graf 𝐿Γ. 
• 𝑖 = 7 berarti kode diperoleh dengan konstruksi metode (3) dari graf 𝐿Γ. 
• 𝑖 = 8 berarti kode diperoleh dengan konstruksi metode (4) dari graf 𝐿Γ. 
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• 𝑖 = 1 berarti kode diperoleh dengan metode konstruksi (1) dari graf 𝑇Γ. 
• 𝑖 = 2 berarti kode diperoleh dengan metode konstruksi (2) dari graf 𝑇Γ. 
• 𝑖 = 3 berarti kode diperoleh dengan metode konstruksi (3) dari graf 𝑇Γ. 
• 𝑖 = 4 berarti kode diperoleh dengan metode konstruksi (4) dari graf 𝑇Γ. 
• “ex” dan “n-ex” berturut-turut berarti ekstremal dan hampir ekstremal. “s-

d” berarti swa-dual. “T-II” berarti tipe II. “BA” dan “BB” berarti batas atas 
dan batas bawah dari jarak minimum seperti diberikan oleh (Grassl, 2024). 

Dengan metode seperti yang dijelaskan di atas, kami juga memperoleh 
puluhan kode linear lain dengan jarak minimum yang baik, dengan panjang 
beragam atas lapangan 𝔽3, 𝔽4, 𝔽5,  dan 𝔽7.  Untuk hasil-hasil lengkapnya, 
silahkan lihat (Suprijanto dan Nugraha, 2016).  

4.2 Kode Linear Atas Ring Hingga 

Kode atas ring hingga diperkenalkan kembali oleh Ian F. Blake pada tahun 
1970-an (Blake, 1972), (Bake, 1975) setelah sebelumnya (Assmus dan Mattson, 
1963) mengatakan bahwa ring hingga merupakan alfabet yang mungkin untuk 
kode linear. Blake (1972) memperkenalkan suatu cara untuk mengonstruksi 
kode atas ring ℤ𝑚  dari kode siklis atas lapangan hingga 𝔽𝑝, dengan 𝑝 adalah 
faktor prima dari 𝑚. Blake (1975) juga mengobservasi struktur dari kode linear 
atas ℤ𝑝𝑟 . (Spiegel, 1977), (Spiegel, 1978) kemudian memperumum hasil-hasil 
dari Blake tentang kode linear atas ℤ𝑚, untuk sembarang bilangan positif 𝑚. 
Meski demikian, studi tentang kode linear atas ring hingga baru menarik 
perhatian banyak peneliti setelah Hammons, Kumar, Calderbank, Sloane, dan 

Sole (1994] 16  menelurkan karyanya, dengan salah satu hasil utama adalah 
bagaimana beberapa keluarga dari kode tak-linear yang dikenal baik dalam 
bidang Teori Koding terkait erat dengan kode linear atas ring ℤ4. Sejak karya 
Hammons, dkk. (1994) ini, banyak peneliti melakukan penelitian tentang kode 
linear atas beragam ring hingga.  

Sementara itu, investigasi tentang kode siklis atas lapangan hingga telah 
dimulai lebih dahulu oleh Prange pada tahun 1957 dan 1958 dengan dua 
laporan penelitian AFCRL (Prange, 1957), (Prange, 1958). Kode siklis 
merupakan kelas kode yang sangat penting karena dua hal: secara teoretis, 

 
16 Karya ini juga medapat penghargaan IEEE Information Theory Society Best Paper Award tahun 1994. 
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kode siklis kaya akan struktur matematis, dan secara praktis, kode ini mudah 
diimplementsikan dalam skema dekoding.  

4.2.1 Kode Siklis Atas Ring Hingga  

Pada bagian ini akan kita uraikan serba ringkas kode siklis atas ring hingga 
𝐵𝑘,𝑞 yang didefinisikan sebagai  

𝐵𝑘,𝑞 ≔
𝔽𝑞[𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑘]

⟨𝑣𝑖
2 − 𝑣𝑖⟩

𝑖=1

𝑘 . 

 Kita awali dengan sekilas sejarah.  

Kode siklis atas ring hingga tampaknya dieksplorasi secara ekstensif untuk 
kali pertama oleh (Calderbank dan Sloane, 1995) pada tahun 1995, walaupun 
kajian yang lebih awal telah dilakukan oleh (Shankar, 1979) pada tahun 1979, 
di mana Chinese Remainder Theorem digunakan untuk menyelidiki suatu 
kelas dari kode siklis, tepatnya kode BCH, atas ring ℤ𝑚. Dalam karyanya itu, 
Calderbank dan Sloane menurunkan beberapa sifat dasar terkait dengan 
struktur dari kode siklis dengan panjang 𝑛  atas ring hingga ℤ𝑝𝑟 ,  dengan 𝑝 
bilangan prima yang tidak membagi 𝑛 , dan 𝑟  bilangan bulat positif. 
Sayangnya, sebagaimana diakui sendiri oleh penulisnya, hasil-hasil utama di 
dalam artikel (Calderbank dan Sloane, 1995) diverifikasi dengan 
menggunakan teori representasi atau aljabar komutatif, dan buktinya tidak 
diberikan di dalam artikel tersebut. Belakangan, Kanwar dan Lopez-Permouth 
(1997) membuktikan ulang hasil-hasil yang ada di dalam (Calderbank dan 
Sloane, 1995) dengan menggunakan pendekatan yang lebih elementer. Norton 
dan Salangean-Mandache (2000) memperluas teorema-teorema yang didapat 
oleh (Calderbank dan Sloane, 1995) dan (Kanwar dan Lopez-Permouth, 1997) 
ke dalam kode siklis atas ring rantai hingga. Pada 2004, Dinh dan Lopez-
Permouth (Dinh dan Lopez-Permouth, 2004) menurunkan sifat-sifat 
struktural dari kode siklis dan kode negasiklis atas ring rantai hingga dalam 
setting yang lebih umum. Pendekatan mereka berbeda dengan yang 
digunakan oleh (Norton dan Salangean-Mandache, 2000). Lebih dari itu, hasil-
hasil dalam (Dinh dan Lopez-Permouth, 2004) juga lebih detail dibandingkan 
dengan hasil-hasil yang didapat dalam (Norton dan Salangean-Mandache, 
2000).  
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Kemudian, (Abualrub dan Siap, 2007) menurunkan sifat-sifat struktural 
dari kode siklis atas ring non-rantai ℤ2 + 𝑢ℤ2 dengan 𝑢2 = 0, dan ℤ2 + 𝑢ℤ2 +

𝑢2ℤ2 dengan 𝑢3 = 0. Lebih belakangan lagi, pada 2014, (Cengellenmis, Derti, 
dan Dougherty, 2014) menyelidiki struktur dari kode linear atas ring 𝐵2,𝑞 
((Cengellenmis, Derti, dan Dougherty, 2014) menggunakan notasi 𝐴𝑘). 

Marilah kita tinjau lebih dahulu serba singkat struktur aljabar dari 𝐵𝑘,𝑞 . 
Sebagai contoh, untuk 𝑘 = 1  maka 𝐵1,𝑞 = 𝔽𝑞 + 𝑣𝔽𝑞 ,  dengan 𝑞 = 𝑝𝑟  adalah 
bilangan bulat pangkat prima. Kita tuliskan juga 𝐵0,𝑞 = 𝔽𝑞 .  Ring 𝐵𝑘,𝑞  dapat 
dipandang sebagai ruang vektor atas 𝔽𝑞  berdimensi 2𝑘  dengan basis berupa 

unsur-unsur berbentuk ∏ 𝑤𝑖𝑖∈𝐻 , dengan 𝐻 ∈ 2[1,𝑘]ℤ  dan 𝑤𝑖 ∈ {𝑣𝑖 , 1 − 𝑣𝑖}, untuk 

𝑖 ∈ [1, 𝑘]ℤ  (Irwansyah dkk, 2018a). Juga, ring 𝐵𝑘,𝑞  isomorf dengan 𝔽𝑞
2𝑘

= 𝔽𝑝𝑟
2𝑘

, 
melalui Teorema Sisa Cina (Chinese Remainder Theorem) (Irwansyah, dkk., 
2018b).  

Setiap unsur 𝑎 ∈ 𝐵𝑘,𝑞 dapat dituliskan sebagai 

𝑎 = ∑ 𝑎𝑆𝑣𝑆

𝑆∈2[1,𝑘]ℤ

, 

untuk suatu 𝛼𝑆 ∈ 𝔽𝑝𝑟 , dengan 𝑣𝑆 ≔ ∏ 𝑣𝑖𝑖∈𝑆  dan 𝑣∅: = 1.  

Kita definisikan lebih dahulu kode siklis atas ring hingga secara formal. 
Misalkan 𝑅  adalah ring komutatif. Himpunan tak kosong 𝐶  dikatakan kode 
dengan panjang 𝑛 atas ring 𝑅 jika 𝐶 ⊆ 𝑅𝑛. Jika 𝐶 adala submodul dari 𝑅𝑛 maka 
𝐶  disebut kode linear. Misalkan 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥].  Korespondensi di bawah ini 
dapat membantu kita untuk mengubah struktur kombinatorika dari kode 
siklis ke dalam struktur aljabar: 

𝜋: 𝑅𝑛 ∋ (𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1) ↦ 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + ⋯ + 𝑐𝑛−1𝑥𝑛−1 ∈
𝑅[𝑥]

⟨𝑓(𝑥)⟩
. 

Kode linear 𝐶 ⊆ 𝑅𝑛 dikatakan polisiklis atas 𝑅 jika 𝜋(𝐶) merupakan ideal 

dalam 𝑅[𝑥]

⟨𝑓(𝑥)⟩
.  

• Jika 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 − 1, maka 𝐶 disebut kode siklis. 
• Jika 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 + 1, maka 𝐶 disebut kode negasiklis. 
• Jika 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛 + 𝜆,  dengan 𝜆  unsur unit di 𝑅,  maka 𝐶  disebut kode 

konstasiklis. 
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Dengan mendefinisikan operator pergeseran 𝜆 -konstasiklis 𝑇𝜆  pada 𝑅𝑛 
seperti berikut 

𝑇𝜆(𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−2, 𝑐𝑛−1) = (𝜆𝑐𝑛−1, 𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−2), 

maka definisi di atas ekivalen dengan definisi di bawah ini:  
• 𝐶 disebut kode siklis jika 𝑇1(𝐶) = 𝐶.  
•  𝐶 disebut kode negasiklis jika 𝑇−1(𝐶) = 𝐶.  
• 𝐶 disebut kode 𝜆-konstasiklis jika 𝑇𝜆(𝐶) = 𝐶.  

Kode linear 𝐶 disebut kuasi-siklis dengan indeks 𝑙 jika 𝑇𝑙(𝐶) = 𝐶, untuk suatu 
bilangan bulat positif 𝑙.  

Ingat kembali pemetaan Gray yang didefinisikan dari 𝐵𝑘,𝑞  (Irwansyah, 
dkk., 2018a), (Irwansyah, dkk., 2028b) sebagai berikut: 

𝜑:  𝐵𝑘,𝑞 ∋  𝑎 = ∑ 𝛼𝑆𝑖
𝑣𝑆𝑖

2𝑘

𝑖=1

 ↦  (∑ 𝛼𝑆
𝑆⊆𝑆1

, ∑ 𝛼𝑆
𝑆⊆𝑆2

, … , ∑ 𝛼𝑆
𝑆⊆𝑆

2𝑘

) ∈ 𝔽𝑝𝑟
2𝑘

. 

Pemetaan 𝜑 bersifat bijektif. Pemetaan ini juga secara natural dapat diperluas 
menjadi pemetaan dari 𝐵𝑘,𝑞

𝑛  sebagai berikut: 

𝜑 ̅:  𝐵𝑘,𝑞 ∋  (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛)  ↦  (𝜑(𝑎1), 𝜑(𝑎2), … , 𝜑(𝑎𝑛)) ∈ 𝔽𝑝𝑟
𝑛2𝑘

.  

Kita peroleh karakterisasi dari kode siklis dan kode kuasi-siklis atas 𝐵𝑘,𝑞.  

Teorema 4.4 (Irwansyah-Suprijanto, 2018b) Kode linear 𝐶 dengan panjang 𝑛 
atas 𝐵𝑘,𝑞  adalah kuasi siklis dengan indeks 𝑙  jika dan hanya jika 𝐶 =

𝜑̅−1(𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘)  dan setiap kode linear 𝐶𝑖  dengan panjang 𝑛  atas 𝔽𝑝𝑟  adalah 
kuasi siklis dengan indeks 𝑙, untuk atas setiap 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘 .  

Karena kode siklis tak lain adalah kode kuasi-siklis dengan indeks atas 𝑙 = 1, 
maka sebagai konsekuensi dari teorema di atas kita peroleh karakterisasi dari 
kode siklis atas 𝐵𝑘,𝑞 berikut.  

Teorema 4.5 (Irwansyah-Suprijanto, 2018b) Kode linear 𝐶 dengan panjang 𝑛 
atas 𝐵𝑘,𝑞 adalah kode siklis jika dan hanya jika 𝐶 = 𝜑̅−1(𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘) dan setiap 
kode linear 𝐶𝑖  dengan panjang 𝑛 atas 𝔽𝑝𝑟 adalah kode siklis, untuk atas setiap 1 ≤

𝑖 ≤ 2𝑘 . 
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Dalam bentuk polinom pembangkit, kita peroleh sifat-sifat berikut. 

Akibat 4.6 (Irwansyah-Suprijanto, 2018b) Misalkan kode linear 𝐶 =

𝜑̅−1(𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘)  dengan panjang 𝑛  atas 𝐵𝑘,𝑞  adalah kuasi-siklis dengan 
indeks 𝑙 dan kode linear 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘  dengan panjang 𝑛 atas 𝔽𝑝𝑟 adalah kuasi 

siklis dengan indeks 𝑙.  Jika 𝐶𝑖 = ⟨ 𝑔1𝑖
(𝑥), 𝑔2𝑖

(𝑥), … , 𝑔𝑚𝑖
(𝑥)⟩,  untuk atas setiap 

1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘 , maka 

𝐶 = ⟨
𝑣𝑠1

𝑔11
(𝑥), … , 𝑣𝑠

2𝑘
𝑔11

(𝑥), … , 𝑣𝑠1
𝑔𝑚1

(𝑥), … , 𝑣𝑠
2𝑘

𝑔𝑚1
(𝑥),

… , 𝑣𝑠1
𝑔𝑚

2𝑘
(𝑥), … , 𝑣𝑠

2𝑘
𝑔𝑚

2𝑘
(𝑥)

⟩.  

Kembali, akibat di bawah ini merupakan kasus khusus dari sifat di atas, untuk 
𝑙 = 1.  

Akibat 4.7 (Irwansyah-Suprijanto, 2018b) Misalkan kode linear 𝐶 =

𝜑̅−1(𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘)  dengan panjang 𝑛  atas 𝐵𝑘,𝑞  adalah siklis dan kode linear 
𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘  dengan panjang 𝑛 atas 𝔽𝑝𝑟  adalah siklis. Jika 𝐶𝑖 = ⟨ 𝑔𝑖(𝑥)⟩, untuk 
atas setiap 1 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘 , maka 

𝐶 = ⟨𝑣𝑠1
𝑔1(𝑥), 𝑣𝑠2

𝑔1(𝑥), … , 𝑣𝑠
2𝑘

𝑔1(𝑥), … , 𝑣𝑠1
𝑔2𝑘(𝑥), 𝑣𝑠2

𝑔2𝑘(𝑥), … , 𝑣𝑠
2𝑘

𝑔2𝑘(𝑥)⟩.  

4.2.1.1 Kode Siklis Miring Atas Ring Hingga 𝑩𝒌,𝟐 dan 𝑩𝒌,𝒒 

Sekarang, marilah kita tinjau “satu langkah” generalisasi dari gagasan kode 
siklis. Kita awali dengan beberapa fakta dasar dari apa yang disebut ring 
polinom-miring (skew-polynomial ring).  

Misalkan 𝜃 adalah automorfisma pada 𝔽𝑝𝑟 . Tinjaulah himpunan polinom 
formal  

𝔽𝑝𝑟[𝑥; 𝜃] ≔ {𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + ⋯ + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1: 𝑎𝑖 ∈  𝔽𝑝𝑟} 

dengan koefisien ditulis di sebelah kiri variabel 𝑥. 𝔽𝑝𝑟[𝑥; 𝜃] membentuk ring 
terhadap operasi penjumlahan biasa dan perkalian dengan aturan dasar 

𝑥𝑎 ≔ 𝜃(𝑎)𝑥. 

Aturan dasar perkalian ini kita perluas secara natural terhadap semua unsur 
dalam 𝔽𝑝𝑟[𝑥; 𝜃]  dengan sifat asosiatif dan distributif. 𝔽𝑝𝑟[𝑥; 𝜃]  disebut ring 
polinom-miring atas 𝔽𝑝𝑟 ,  dan setiap unsur di dalamnya disebut polinom-
miring. Keluarga ring polinom ini telah diperkenalkan oleh Ore, hampir 
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seabad lalu. Dapat dengan mudah diperiksa bahwa 𝔽𝑝𝑟[𝑥; 𝜃] merupakan ring 
non-komutatif, kecuali jika 𝜃 merupakan automorfisma identitas pada 𝔽𝑝𝑟 .  

Diberikan automorfisma 𝜃 pada 𝔽𝑝𝑟 dan elemen unit 𝜆 ∈ 𝔽𝑝𝑟 . Kode linear 
𝐶  dikatakan konstasiklis- (𝜃, 𝜆)  miring dengan panjang 𝑛  jika 𝐶  tertutup 
terhadap operasi pergeseran konstasiklis- (𝜃, 𝜆)  konstasiklis- 𝑇𝜃,𝜆  pada 𝔽𝑝𝑟 
yang didefinisikan sebagai berikut: 

𝑇𝜃,𝜆: 𝔽𝑝𝑟 ∋ (𝑣0, 𝑣1, … , 𝑣𝑛−1) ↦ (𝜃(𝜆𝑣𝑛−1), 𝜃(𝑣0), … , 𝜃(𝑣𝑛−2)) ∈ 𝔽𝑝𝑟 . 

Khususnya, jika 𝜆 = 1 atau 𝜆 = −1, maka kode tersebut berturut-turut 
disebut kode siklis miring atau kode negasiklis miring.  

Konsep kode siklis miring atau kode siklis- 𝜃  atas lapangan hingga 
pertama kali digagas oleh Boucher, Geiselman, dan Ulmer pada 2007 
(Boucher, Geiselman, dan Ulmer, 2007). Telah diketahui bahwa setiap kode 
siklis atas lapangan hingga berkorespondensi satu-satu dengan pembagi dari 
polinom 𝑥𝑛 − 1. Serupa dengan yang terjadi pada kode siklis, setiap kode siklis 
miring juga berkorespondensi satu-satu dengan pembagi kanan dari 𝑥𝑛 − 1. 
Karena polinom-miring tidak selalu memiliki faktorisasi tak-tereduksi yang 
tunggal, maka polinom 𝑥𝑛 − 1 dimungkinkan untuk memiliki pembagi kanan 
yang lebih banyak. Artinya, kita memiliki kode siklis miring yang banyak, dan 
akibatnya kita memiliki kesempatan lebih besar untuk dapat memperoleh 
kode dengan parameter yang baik. Inilah salah satu motivasi dari (Boucher, 
Geiselman, dan Ulmer, 2007) memperkenalkan gagasan ini. Pada tahun 2008 
dan 2009, (Boucher, Sole, dan Ulmer, 2008) dan juga (Boucher dan Ulmer, 
2009), menginvestigasi lebih lanjut dari kode siklis miring atas ring hingga. 
Baru-baru ini, kami (Irwansyah, dkk., 2016) dan (Irwansyah, dkk., 2018a) 
bersama beberapa kolega telah menyelidiki kode siklis miring atas ring 𝐵2,𝑞 
dan 𝐵𝑘,𝑞 .  

Kode siklis miring atas ring 𝑩𝒌,𝟐 
Kita awali dengan fakta-fakta dasar terkait dengan kode atas 𝐵𝑘,2.  

Karena 𝐵𝑘,2 marupakan kasus khusus dari 𝐵𝑘,𝑞 , maka setiap elemen dari 𝐵𝑘,2 
dapat dituliskan secara tepat sama dengan setiap elemen di 𝐵𝑘,𝑞 . Untuk 𝐴, 𝐵 ∈

[1, 𝑘]ℤ, kita miliki hubungan 𝑣𝐴𝑣𝐵 = 𝑣𝐴∪𝐵 , sehingga  
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∑ 𝛼𝐵𝑣𝐵

𝐵∈2[1,𝑘]ℤ

⋅ ∑ 𝛽𝐶𝑣𝐶

𝐶∈2[1,𝑘]ℤ

= ∑ ( ∑ 𝛼𝐵𝛽𝐶

𝐵∪𝐶=𝐷

)

𝐷∈2[1,𝑘]ℤ

𝑣𝐷. 

Telah ditunjukkan dalam (Cengellenmis, Dertli, dan Dougherty, 2014) 
bahwa satu-satunya elemen unit dalam ring 𝐵𝑘,2 adalah 1. Telah ditunjukkan 
pula oleh (Cengellenmis, Dertli, dan Dougherty, 2014) bahwa ideal 
〈𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑘〉,  dengan 𝑤𝑖 ∈ {𝑣𝑖 , 1 + 𝑣𝑖},  merupakan ideal maksimal dengan 

kardinalitas 22𝑘−1. Fakta ini juga memberikan informasi lain bahwa ring 𝐵𝑘,2 
memiliki 2𝑘 ideal maksimal. Karena itu, ring 𝐵𝑘,2 merupakan ring lokal.  

Ring 𝐵𝑘,2  merupakan ring ideal utama. Khususnya, misalkan 𝐼 =

⟨𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑠⟩  adalah ideal dalam 𝐵𝑘,2.  Maka 𝐼  merupakan ideal utama yang 
dibangun eleh elemen yang merupakan penjumlahan dari semua perkalian 
dari 𝛼𝑖 , yakni  

𝐼 = ⟨ ∑ ∏ 𝛼𝑖

𝑖∈𝐴𝐴⊆[1,𝑠]ℤ,
𝐴≠∅

⟩. 

Kita definisikan himpunan automorfisma dalam ring 𝐵𝑘,2. Pertama, kita 
definisikan lebih dahulu pemetaan Θ𝑖 dengan  

Θ𝑖(𝑣𝑗) ≔ {
𝑣𝑖 + 1, 𝑖 = 𝑗,

𝑣𝑗 , 𝑖 ≠ 𝑗.  

Untuk 𝑆 ⊆ [1, 𝑘]ℤ, automorfisma Θ𝑆 didefinisikan sebagai  

Θ𝑆 ≔ ∏ Θ𝑖 .

𝑖∈𝑆

  

Ingat bahwa Θ𝑆  merupakan involusi pada ring 𝐵𝑘,2. Kita akan menggunakan 
involusi ini untuk mendefinisikan kode siklis-Θ𝑆.  

Pemetaan Gray telah didefinisikan untuk semua ring komutatif berorde 4 
(lihat (Dougherty, Gaborit, Harada, Munemasa, dan Sole, 1999), untuk 
deskripsi dari empat pemetaan Gray ini). Untuk ring 𝐵𝑘,2 = 𝔽2 + 𝑣𝔽2,  kita 
memiliki pemetaan Gray 𝜙1: 𝐵𝑘,2 → 𝔽2

2  yang didefinisikan sebagai 𝜙1(𝑎 +

𝑏𝑣1) = (𝑎, 𝑎 + 𝑏). Secara eksplisit, untuk 𝐵𝑘,2 pemetaan Gray berbentuk: 

0 ↦ 00, 
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1 ↦ 11, 

𝑣 ↦ 01, 

1 + 𝑣 ↦ 10. 

Kita perluas pemetaan ini secara induktif demikian. Setiap elemen dalam 
ring 𝐵𝑘,2  dapat dituliskan sebagai 𝛼 + 𝛽𝑣𝑘 , dengan 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐵𝑘−1,2. Maka untuk 
𝑘 ≥ 2, kita definisikan pemetaan 𝜙𝑘: 𝐵𝑘,2 → 𝐵𝑘−1,2

2  dengan  

𝜙𝑘(𝛼 + 𝛽𝑣𝑘) = (𝛼, 𝛼 + 𝛽). 

Maka pemetaan Gray Φ𝑘: 𝐵𝑘,2 → 𝔽2
2𝑘

 kita definisikan sebagai  

Φ1(𝛾) = 𝜙1(𝛾), Φ2(𝛾) = 𝜙1(𝜙2(𝛾)) dan  

Φ𝑘(𝛾) = 𝜙1 (𝜙2 (⋯ (𝜙𝑘−2 (𝜙𝑘−1(𝜙𝑘(𝛾)))) ⋯ )). 

Jelas bahwa Φ𝑘(1) = 𝟏, vektor dengan semua entri 1. Dapat dengan mudah 
kita periksa juga bahwa pemetaan Gray Φ𝑘 merupakan pemetaan linear dan 
bersifat bijektif.  

Kita juga mendefinisikan pemetaan lain yang nanti akan kita gunakan 
untuk mengonstruksi pembangkit untuk kode siklis-Φ𝑆.  Misalkan 𝑝, 𝑘 ∈ ℤ+, 
dengan 𝑝 < 𝑘.  Misalkan Ω𝑝 = {𝑝 + 1, 𝑝 + 2, … , 𝑘}  dan 𝑠 = 2𝑘−𝑝.  Maka, kita 

peroleh |2|Ω𝑝|| = 𝑠. Kita dapat mendefinisikan pemetaan Gray sebagai berikut: 

Ψ𝑘,𝑝: 𝐵𝑘,2 → 𝐵𝑝,2
𝑠 . 

Kita nyatakan koordinat dari 𝐵𝑝,2
𝑠  dengan urutan leksikografik dari 

subhimpunan Ω𝑝 , dan menyatakannya dengan 𝐵1, 𝐵2, … , 𝐵𝑠.  Tuliskan 𝐵1 =

∅ dan 𝐵𝑠 = Ω𝑝. Maka kita peroleh hubungan  

Ψ𝑘,𝑝 ( ∑ 𝛼𝐵𝑤𝐵

𝐵⊆Ω𝑝

) = ( ∑ 𝛼𝐷

𝐷⊆𝐵1

, ∑ 𝛼𝐷

𝐷⊆𝐵2

, … , ∑ 𝛼𝐷

𝐷⊆𝐵𝑠

). 

Untuk 𝑝 = 0,  pemetaan Ψ𝑘,0  tepat sama dengan pemetaan Ψ𝑘  dalam 
(Cengellenmis, Dertli, dan Dougherty, 2014). Masih di dalam (Cengellenmis, 
Dertli, dan Dougherty, 2014), telah dibuktikan bahwa pemetaan Ψ𝑘  dan 
Φ𝑘 adalah konjugate, dalam pengertian bahwa peta dari mereka bersifat 
ekivalen secara permutasi. 
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Kita tegaskan di sini bahwa representasi elemen dalam 𝐵𝑘,2 dapat diubah 
dengan mengganti 𝑣𝑖  dengan 1 + 𝑣𝑖 . Dengan cara seperti itu, misalkan 𝑢𝑖 ∈

{𝑣𝑖 , 1 + 𝑣𝑖}, untuk setiap 𝑖.  Maka kita memiliki definisi alternatif untuk Ψ𝑘,𝑝 
sebagai  

Ψ̅𝑘,𝑝 ( ∑ 𝛼𝐵𝑦𝐵

𝐵⊆Ω𝑝

) = ( ∑ 𝛼𝐷

𝐷⊆𝐵1

, ∑ 𝛼𝐷

𝐷⊆𝐵2

, … , ∑ 𝛼𝐷

𝐷⊆𝐵𝑠

), 

dengan 𝑦𝐵 = ∏ 𝑢𝑖 .𝑖∈𝐵  Setiap sifat untuk Ψ𝑘,𝑝 juga dapat dibuktikan juga 
dengan mudah berlaku untuk Ψ̅𝑘,𝑝.  

Misalkan 𝑇  adalah matriks yang membentuk pergeseran siklis pada 
sebuah vektor, yakni 𝑇(𝑣1, 𝑣2, … , 𝑣𝑛) = (𝑣𝑛, 𝑣1, … , 𝑣𝑛−1).  Misalkan 𝜎𝑖,𝑘  adalah 
permutasi pada [1,2𝑘]ℤ yang didefinisikan sebagai  

(𝜎𝑖,𝑘)
[𝑝2𝑖+1,(𝑝+1)2𝑖]

ℤ

= 𝑇2𝑖−1
(𝑝2𝑖 + 1, 𝑝2𝑖 + 2, … (𝑝 + 1)2𝑖), 

untuk setiap 𝑝 ∈ [0,2𝑘−𝑖 − 1]
ℤ

. Misalkan Σ𝑖,𝑘  adalah permutasi pada elemen-

elemen dari 𝔽2
2𝑘

 yang diinduksi oleh 𝜎𝑖,𝑘 ,  yakni untuk setiap 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2𝑘) ∈ 𝔽2
2𝑘

, 

∑ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2𝑘) = (𝑥𝜎𝑖,𝑘(1), 𝑥𝜎𝑖,𝑘(2), … , 𝑥𝜎𝑖,𝑘(2𝑘)) .
𝑖,𝑘

 

 Maka kita peroleh sifat berikut. 

Lema 4.8 (Irwansyah, dkk., 2016) Misalkan 𝑘 ≥ 1 dan 𝑖 ∈ [1, 𝑘]ℤ. Untuk setiap 
𝑥 ∈ 𝐵𝑘,2 berlaku 

∑ (𝛷𝑘(𝑥)) = 𝛷𝑘(𝛩𝑖(𝑥)).
𝑖,𝑘

 

Kita dapat memperluas definisi permutasi Σ𝑖,𝑘 pada sumbhimpunan dari 
[1, 𝑘]ℤ.  Untuk subhimpunan 𝐴 ⊆ [1, 𝑘]ℤ,  kita definisikan permutasi Σ𝐴,𝑘 
sebagai  

∑ =
𝐴,𝑘

∏ ∑ .
𝑖,𝑘

𝑖∈𝐴

  

Jelas bahwa untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐵𝑘,2 berlaku hubungan  



 

Prof. Djoko Suprijanto  | 47 

∑ (Φ𝑘(𝑥)) = Φ𝑘(Θ𝐴(𝑥)).
𝐴,𝑘

 

Karakterisasi kode siklis miring atas 𝑩𝒌,𝟐 

Misalkan 𝑆 ⊆ [1, 𝑘]ℤ  dan misalkan pula ∑ =𝑆 𝜏𝑆 ∘ 𝑇2𝑘
 adalah permutasi pada 

elemen-elemen dari 𝔽2
𝑛2𝑘

, dengan 𝑇 adalah pergeseran siklis modulo 𝑛2𝑘 dan 

𝜏𝑆 adalah permutasi pada elemen-elemen dari 𝔽2
𝑛2𝑘

 yang didefinisikan untuk 
setiap elemen 

𝑥 = (𝑥1
1, 𝑥2

1, … , 𝑥
2𝑘
1 , 𝑥1

2, 𝑥2
2, … , 𝑥

2𝑘
2 , … , 𝑥1

𝑛, 𝑥2
𝑛, … , 𝑥

2𝑘
𝑛 ) ∈ 𝔽2

𝑛2𝑘
 

sebagai 

𝜏𝑆(𝑥) = 𝜏𝑆 ((𝑥1
1, 𝑥2

1, … , 𝑥
2𝑘
1 , 𝑥1

2, 𝑥2
2, … , 𝑥

2𝑘
2 , … , 𝑥1

𝑛, 𝑥2
𝑛, … , 𝑥

2𝑘
𝑛 )) 

= (∑ (𝑥1),
𝑆,𝑘

∑ (𝑥2), … , ∑ (𝑥𝑛)
𝑆,𝑘𝑆,𝑘

), 

dengan 𝑥𝑗 = (𝑥1
𝑗
, 𝑥2

𝑗
, … , 𝑥

2𝑘
𝑗

),  dan 𝑗 ∈ [1, 𝑛]ℤ.  Karena 𝑇2𝑘
 dan 𝜏𝑆  komutatif, 

maka berlaku ∑ =𝑆 𝑇2𝑘
∘ 𝜏𝑆.  Misalkan 𝜎𝑆  menyatakan permutasi pada 

himpunan [1, 𝑛2𝑘]ℤ, himpunan indeks dari elemen-elemen dalam 𝔽2
𝑛2𝑘

, yang 
menginduksi permutasi Σ𝑆  di atas. Maka kita miliki syarat perlu dan cukup 
bagi kode linear 𝐶 agar merupakan kode siklis miring atas 𝐵𝑘,2.  

Lema 4.9 (Irwansyah, dkk., 2016) Misalkan 𝐶  adalah kode linear atas 𝐵𝑘,2 
dengan panjang 𝑛. Kode 𝛷𝑘(𝐶) ditetapkan oleh permutasi 𝛴𝑆 jika dan hanya jika 𝐶 
adalah kode siklis-𝛩𝑆 . 

Kita memiliki karakterisasi pertama dari kode linear 𝐶  agar merupakan 
kode siklis- Θ𝑆  atas 𝐵𝑘,2,  yang diberikan dalam pemetaan Gray Φ𝑘  sebagai 
berikut. 

Teorema 4.10 (Irwansyah, dkk., 2016) Misalkan 𝐶 kode linear atas 𝐵𝑘,2 dengan 
panjang 𝑛. 

1. Jika 𝑛 ganjil, maka 𝐶 merupakan kode siklis miring jika dan hanya jika kode 

𝛷𝑘(𝐶) ekivalen dengan kode kuasi-siklis dalam 𝔽2
𝑛2𝑘

 dengan indeks 2𝑘−1. 

2. Jika 𝑛 genap, maka 𝐶 merupakan kode siklis miring jika dan hanya jika kode 

𝛷𝑘(𝐶) ekivalen dengan kode kuasi-siklis dalam 𝔽2
𝑛2𝑘

 dengan indeks 2𝑘 . 
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Kita juga memiliki karakterisasi kedua dari kode linear 𝐶 agar merupakan 
kode siklis-Θ𝑆  atas 𝐵𝑘,2,  yang diberikan dalam pemetaan Gray Ψ𝑘,𝑝  sebagai 
berikut. 

Teorema 4.11 (Irwansyah, dkk., 2016) Kode linear 𝐶 atas 𝐵𝑘,2 dengan panjang 
𝑛  merupakan kode siklis-𝛩𝑆  jika dan hanya jika 𝐶 = 𝛹𝑘,𝑝

−1(𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑠),  dengan 
𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑠  semuanya adalah kode kuasi siklis dengan indeks 2 yang memenuhi 
hubungan  

𝑇𝛩
𝑆′

(𝐶𝑖) ⊆ 𝐶𝜇(𝑖), 

untuk suatu 𝑆′ ⊆ 𝑆 dan permutasi 𝜇.  

Selanjutnya, marilah kita tinjau beberapa konstruksi kode siklis miring 

atas 𝐵𝑘,2. Pertama, ring 𝐵𝑘,2  isomorf dengan 𝔽2
2𝑘

 melalui Teorema Sisa Cina 
(Teorema 2.5 dalam Cengellenmis, Dertli, dan Dougherty, 2014). Misalkan 

𝐶𝑅𝑇: 𝔽2
2𝑘

→ 𝐵𝑘,2  adalah pemetaan kanonik. Misalkan 𝐶𝑅𝑇(𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘) 
adalah kode atas 𝐵𝑘,2  yang dibentuk dengan mengambil peta dari 𝐶1 × 𝐶2 ×

⋯ × 𝐶2𝑘  oleh 𝐶𝑅𝑇, dengan 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘  seluruhnya adalah kode biner. 

Selanjutnya, kita definisikan pemetaan Γ: 𝔽2
𝑛2𝑘

→ 𝔽2
𝑛 × 𝔽2

𝑛 × ⋯ × 𝔽2
𝑛 

dengan  

  Γ (𝑥1
1, … , 𝑥1

2𝑘
, 𝑥2

1, … , 𝑥2
2𝑘

, … , 𝑥𝑛
1 , … , 𝑥𝑛

2𝑘
) =

                                   ((𝑥1
1, … , 𝑥𝑛

1), (𝑥1
2, … , 𝑥𝑛

2), … , (𝑥1
2𝑘

, … , 𝑥𝑛
2𝑘

)).  

Untuk semua kode linear 𝐶  atas 𝐵𝑘,2  dengan 𝐶 = 𝐶𝑅𝑇(𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘), kita 
peroleh hubungan  

Γ ∘ Φ𝑘(𝐶) = (𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘). 

Dua lema di bawah ini memberikan syarat cukup untuk eksistensi kode siklis 
miring atas ring 𝐵𝑘,2.  Untuk kode dengan panjang genap kita telah 
membuktikan sifat berikut. 

Lema 4.12 (Irwansyah, dkk., 2016) Misalkan 𝑛 bilangan genap dan misalkan 
𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘  kode linear biner dengan panjang 𝑛. Maka untuk setiap 𝐴 ⊆ [1, 𝑘]ℤ, 
terdapat kode siklis-Θ𝐴 𝐶 atas 𝐵𝑘,2 dengan panjang 𝑛. 
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Sementara itu, untuk kode dengan panjang ganjil, kita memiliki sifat di bawah 
ini. 

Lema 4.13 (Irwansyah, dkk., 2016) Misalkan 𝑛 bilangan ganjil dan misalkan 
𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘−1  kode linear biner dengan panjang 2𝑛.  Maka untuk setiap 𝑆 ⊆

[1, 𝑘]ℤ, terdapat kode siklis-Θ𝑆 𝐶 atas 𝐵𝑘,2 dengan panjang 𝑛.  

Sekarang, kita akan memberikan sebuah algoritma untuk mengostruksi 
kode siklis-Θ𝑆. Untuk keperluan itu, kita definisikan lebih dahulu pemetaan 

berikut: Γ1: 𝔽2
𝑛2𝑘−1

→ 𝔽2
2𝑛 × 𝔽2

2𝑛 × ⋯ × 𝔽2
2𝑛, dengan  

Γ1 (𝑥1
1, … , 𝑥1

2𝑘−1
, 𝑥2

1, … , 𝑥2
2𝑘−1

, … , 𝑥𝑛
1 , … , 𝑥𝑛

2𝑘−1
)                                   

= ((𝑥1
1, … , 𝑥2𝑛

1 ), (𝑥1
2, … , 𝑥2𝑛

2 ), … , (𝑥1
2𝑘−1

, … , 𝑥2𝑛
2𝑘−1

)). 

Berikut adalah algoritma untuk mengonstruksi kode siklis-Θ𝑆. 

1. Konstruksi kode siklis-Θ𝑆 atas 𝐵𝑘,2 dengan panjang genap. 
a) Tinjau kode biner 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘  dengan panjang 𝑛. 
b) Terapkan pemetaan Γ−1  untuk memperoleh kode kuasi siklis 𝐶′ 

dengan indeks 2𝑘  dan panjang 𝑛2𝑘 . 
c) Terapkan pemetaan Φ𝑘

−1 ∘ 𝜎𝑆2

−1 pada 𝐶′; diperoleh kode siklis-Θ𝑆 𝐶 atas 
ring 𝐵𝑘,2.  

2. Konstruksi kode siklis-Θ𝑆 atas 𝐵𝑘,2 dengan panjang ganjil. 
a) Tinjau kode biner 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘−1  dengan panjang 2𝑛. 
b) Terapkan pemetaan Γ1

−1  untuk memperoleh kode kuasi siklis 𝐶′ 
dengan indeks 2𝑘−1 dan panjang 𝑛2𝑘 . 

c) Terapkan pemetaan Φ𝑘
−1 ∘ 𝜎𝑆1

−1 pada 𝐶′; diperoleh kode siklis-Θ𝑆 𝐶 atas 
ring 𝐵𝑘,2.  

3. Konstruksi kode siklis-Θ𝑆 atas 𝐵𝑘,2 dari kode atas 𝐵𝑘,2, dengan 𝑝 < 𝑘. 
a) Tinjau kode kuasi siklis atas 𝐵𝑝,2 dengan indeks 2, 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑠 , yang 

memenuhi hubungan inklusi pada Teorema 4.11. 
b) Terapkan pemetaan Ψ𝑘,𝑝 pada (𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶𝑠); diperoleh kode siklis-Θ𝑆 

atas 𝐵𝑘,2.  

Sekarang, marilah kita beralih kepada kode siklis miring atas ring 𝐵𝑘,𝑝. 
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Kode siklis miring atas ring 𝑩𝒌,𝒒 
Sebagaimana jelas dari definisinya, ring 𝐵𝑘,𝑞  merupakan perumuman dari 
ring 𝐵𝑘,2, yang sudah kita diskusikan sebelumnya. Kita juga memiliki fakta 
lain terkait pemetaan Gray dan automorfisma pada 𝐵𝑘,𝑞 .  

Misalkan 𝑆1, 𝑆2 ∈ 2[1,𝑘]ℤ  dua unsur dengan kardinalitas yang sama. 
Misalkan 𝜆𝑆1,𝑆2

 adalah korespondensi satu-satu antara 𝑆1  dan 𝑆2  dan 
𝜆𝑆1,𝑆2

(𝑖) = 𝑖,  untuk semua 𝑖 ∉ 𝑆1.  Untuk setiap 𝛼 ∈ 𝔽𝑝𝑟 ,  kita definisikan 
pemetaan Λ𝑆1,𝑆2,𝑡 sebagai 

Λ𝑆1,𝑆2,𝑡(𝛼𝑣𝑖) = 𝛼𝑝𝑡
𝑣𝜆𝑆1,𝑆2

(𝑖), 

untuk setiap 𝑖 ∈ 𝑆1,  dan 𝑡 ∈ [0, 𝑟]ℤ.  Dapat ditunjukkan bahwa Λ𝑆1,𝑆2,𝑡 
mendefinisikan automorfisma pada 𝐵𝑘,𝑞 .  

Dengan menggunakan dua kelas automorfisma, yaitu Θ𝑆  dan Λ𝑆1,𝑆2,𝑡 , kita 
dapat mendeskripsikan semua automorfisma pada ring 𝐵𝑘,𝑞 seperti diberikan 
oleh lema di bawah.  

Lema 4.14 (Irwansyah dkk, 2016) Jika 𝜃 adalah automorfisma pada ring 𝐵𝑘,𝑞 , 
maka terdapat tiga subhimpunan 𝑆, 𝑆1, 𝑆2 ∈ [1, 𝑘]ℤ  dan bilangan bulat 𝑡, dengan 
|𝑆1| = |𝑆2| dan 𝑡 ∈ [0, 𝑟]ℤ, sehingga  

𝜃 = 𝛩𝑆 ∘ 𝛬𝑆1,𝑆2,𝑡 . 

Seperti yang terjadi pada ring 𝐵𝑘,2,  untuk memudahkan pembaca,kita 
ulang kembali di sini. Misalkan 𝑇 adalah matriks yang merupakan operator 
pergeseran siklis pada suatu vektor. Misalkan pula 𝜎𝑖,𝑘 adalah permutasi pada 
[1,2𝑘]ℤ yang didefinisikan sebagai 

(𝜎𝑖,𝑘)
[𝑗2𝑖+1,(𝑗+1)2𝑖]

ℤ

= 𝑇2𝑖−1
(𝑗2𝑖 + 1, 𝑗2𝑖 + 2, … , (𝑗 + 1)2𝑖), 

untuk setiap 𝑗 ∈ [0,2𝑘−𝑖 − 1]
ℤ

.  Misalkan Σ𝑖,𝑘  adalah permutasi pada elemen-

elemen dari 𝔽𝑝𝑟
2𝑘

 yang diinduksi oleh permutasi 𝜎𝑖,𝑘 ,  yakni untuk setiap 𝑥 =

(𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2𝑘) ∈ 𝔽𝑝𝑟
2𝑘

, 

∑ (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥2𝑘) = (𝑥𝜎𝑖,𝑘(1), 𝑥𝜎𝑖,𝑘(2), … , 𝑥𝜎𝑖,𝑘(2𝑘)) .
𝑖,𝑘
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Terkait dengan pemetaan Gray, lema yang berlaku untuk ring 𝐵𝑘,2  juga 
berlaku untuk ring 𝐵𝑘,𝑞 .  

Lema 4.15 (Irwansyah, dkk., 2018a) Misalkan 𝑘 ≥ 1  dan 𝑖 ∈ [1, 𝑘]ℤ.  Untuk 
setiap 𝑥 ∈ 𝐵𝑘,𝑞 berlaku 

∑ (𝛷𝑘(𝑥)) = 𝛷𝑘(𝛩𝑖(𝑥)).
𝑖,𝑘

 

Karakterisasi kode siklis miring atas 𝑩𝒌,𝒒  
Misalkan 𝑆, 𝑆1, 𝑆2 ⊆ [1, 𝑘]ℤ, dengan |𝑆1| = |𝑆2|.  Misalkan Ξ𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡 = 𝜉𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡 ∘

𝑇2𝑘
 adalah pemetaan bijektif pada elemen-elemen dari 𝔽𝑝𝑟

𝑛2𝑘
, dengan 𝑇 adalah 

operator pergeseran siklis modulo 𝑛2𝑘 dan 𝜉𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡 didefinisikan pada semua 
elemen  

𝑥 = (𝑥1
1, 𝑥2

1, … , 𝑥
2𝑘
1 , 𝑥1

2, 𝑥2
2, … , 𝑥

2𝑘
2 , … , 𝑥1

𝑛, 𝑥2
𝑛, … , 𝑥

2𝑘
𝑛 ) ∈ 𝔽𝑝𝑟

𝑛2𝑘
 

sebagai  

𝜉𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡(𝑥) = 𝜉𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡(𝑥1
1, 𝑥2

1, … , 𝑥
2𝑘
1 , 𝑥1

2, 𝑥2
2, … , 𝑥

2𝑘
2 , … , 𝑥1

𝑛 , 𝑥2
𝑛, … , 𝑥

2𝑘
𝑛 ) 

= ((∑ ∘
𝑆,𝑘

Γ𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡) (𝑥1), (∑ ∘
𝑆,𝑘

Γ𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡) (𝑥2), … , (∑ ∘
𝑆,𝑘

Γ𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡) (𝑥𝑛)), 

dengan 𝑥𝑗 = (𝑥1
𝑗
, 𝑥2

𝑗
, … , 𝑥

2𝑘
𝑗

), dan 𝑗 ∈ [1, 𝑛]ℤ. Karena 𝑇2𝑘
 dan 𝜉𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡  komutatif, 

maka berlaku Ξ𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡 = 𝜉𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡 ∘ 𝑇2𝑘
= 𝑇2𝑘

∘ 𝜉𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡 . Dua sifat di bawah ini 
memberikan karakterisasi dari kode siklis- 𝜃  atas ring 𝐵𝑘,𝑞 .  Karakterisasi 
pertama diberikan oleh teorema berikut. 

Teorema 4.16 (Irwansyah, dkk., 2018b) Misalkan 𝐶  adalah kode linear atas 
𝐵𝑘,𝑞 dengan panjang 𝑛. Misalkan 𝜃 = 𝛩𝑆 ∘ 𝛬𝑆1,𝑆2,𝑡 adalah automorfisma pada 𝐵𝑘,𝑞 , 
untuk suatu subhimpunan 𝑆, 𝑆1, 𝑆2 ⊆ [1, 𝑘]ℤ  dan 𝑡 ∈ [0, 𝑟]ℤ.  Maka kode 𝛷𝑘(𝐶) 
invarian terhadap pemetaan 𝛯𝑆,𝑆1,𝑆2,𝑡 jika dan hanya jika 𝐶 merupakan kode siklis-
𝜃.  

Misalkan 𝜆̃𝑆1,𝑆2
 adalah permutasi pada himpunan [1,2𝑘]ℤ  yang diinduksi 

oleh pemetaan 𝛩𝑆 ∘ 𝛬𝑆1,𝑆2,𝑡 .  Tuliskan orde dari 𝜆̃𝑆1,𝑆2
 sebagai 𝑂𝑟𝑑(𝜆̃𝑆1,𝑆2

). 
Teorema berikut memberikan karakterisasi kedua bagi kode siklis- 𝜃 atas 𝐵𝑘,𝑞 .  
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Teorema 4.17 (Irwansyah, dkk., 2018b) Kode linear 𝐶 atas 𝐵𝑘,𝑞 dengan panjang 
𝑛 adalah kode siklis-𝜃 jika dan hanya jika terdapat kode kuasi siklis-𝜃̃ 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘  
atas 𝔽𝑝𝑟  dengan panjang 𝑛 dan indeks 𝑂𝑟𝑑(𝜆̃𝑆1,𝑆2

) sehingga berlaku  

𝐶 = 𝛹𝑘
−1(𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘), 

dengan 𝜃̃ = 𝜙𝑡𝑂𝑟𝑑(𝜆̃𝑆1,𝑆2), untuk suatu 𝑡 ∈ [0, 𝑟]ℤ, dengan 𝜙 adalah automorfisma 
Frobenius pada 𝔽𝑝𝑟, dan 𝑇𝜃̃(𝐶𝑖) ⊆ 𝐶𝑗 , dengan 𝑗 ∈ 𝑆 ∪ 𝑆2, untuk setiap 𝑖 ∈ [1,2𝑘]ℤ.  

Teorema terakhir di atas memberi kita sebuah algoritma untuk 
mengonstruksi kode siklis miring atas ring 𝐵𝑘,𝑞.  

Algoritma konstruksi kode siklis miring atas 𝐵𝑘,𝑞 .  

Diberikan bilangan bulat positif 𝑛, ring 𝐵𝑘,𝑞 , dan automorfisma 𝜃. 
1. Dekomposisi 𝜃 menjadi 𝜃 = Θ𝑆 ∘ Λ𝑆1,𝑆2,𝑡 . 

2. Tentukan 𝑂𝑟𝑑(𝜆̃𝑆1,𝑆2
) dan 𝜃̃ = 𝜃|𝔽𝑝𝑟 = 𝜙𝑡 , dengan 𝜙 adalah automorfisma 

Frobenius pada 𝔽𝑝𝑟 .  
3. Pilih kode kuasi siklis-𝜃̃ atas 𝔽𝑝𝑟, katakanlah 𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘 , sehingga  

a. 𝑇
𝜃̃
𝑡(𝐶𝑖) ⊆ 𝐶𝑗 , 

b. dengan 𝑗 ∈ 𝑆 ∪ 𝑆2, untuk setiap 𝑖 ∈ [1,2𝑘]ℤ.  
4. Hitunglah  𝐶 = Ψ𝑘

−1(𝐶1, 𝐶2, … , 𝐶2𝑘); 𝐶 adalah kode siklis- 𝜃 atas 𝐵𝑘,𝑞 . 

4.2.1.2 Kode Siklis Miring dengan Derivasi Atas Ring Non-rantai Hingga  

Tujuh tahun setelah memperkenalkan gagasan kode siklis miring atas 
lapangan hingga, (Boucher dan Ulmer, 2014) memperumum gagasan tersebut 
dengan memperkenalkan apa yang disebutnya sebagai kode siklis miring atas 
lapangan hingga dengan derivasi. Kode ini dapat dipandang sebagai 
perumuman dua-langkah dari kode siklis, yakni dengan meninjau 
automorfisma non-identitas dan derivasi tak-nol.  

Misalkan 𝑅 adalah ring hingga dan Θ: 𝑅 → 𝑅 adalah automorfisma pada 𝑅. 
Maka pemetaan ΔΘ: 𝑅 → 𝑅  disebut derivasi pada 𝑅  jika dua syarat berikut 
dipenuhi: 
1. ΔΘ(𝑥 + 𝑦) = ΔΘ(𝑥) + ΔΘ(𝑦); dan  
2. ΔΘ(𝑥𝑦) = ΔΘ(𝑥)𝑦 + Θ(𝑥)ΔΘ(𝑦). 



 

Prof. Djoko Suprijanto  | 53 

Misalkan 𝑅  adalah ring dengan automorfisma Θ  dan derivasi ΔΘ.  Ring 
polinom-miring 𝑅[𝑥; Θ, ΔΘ] adalah himpunan polinom atas 𝑅 dengan operasi 
penjumlahan polinom biasa dan operasi perkalian yang didefinisikan sebagai  

𝑥𝑎 ≔ Θ(𝑎)𝑥 + ΔΘ(𝑎), 

untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅.  Operasi perkalian ini diperluas secara natural pada 
polinom dalam 𝑅[𝑥; Θ, ΔΘ]. Ring ini diperkenalkan untuk pertama kalinya oleh 
(Ore, 1933), dengan 𝑅 adalah lapangan hingga 𝔽𝑞 .  

Kode 𝐶 ⊆ 𝑅𝑛  dikatakan kode linear- ΔΘ  dengan panjang 𝑛  atas 𝑅  jika 𝐶 

adalah submodul kiri dari 𝑅[𝑥;Θ,ΔΘ]

⟨𝑓(𝑥)⟩
 atas 𝑅[𝑥; Θ, ΔΘ],  dengan 𝑓(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥; Θ, ΔΘ] 

polinom berderajat 𝑛.  Jika 𝑓(𝑥)  merupakan elemen sentral maka 𝐶  disebut 
kode linear-ΔΘ sentral.  

Kode linear 𝐶 ⊆ 𝑅𝑛 dikatakan kode siklis-ΔΘ dengan panjang 𝑛 atas 𝑅 jika 
untuk setiap 𝑐 = (𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1) ∈ 𝐶 berlaku                      

𝑇ΔΘ
(𝑐) ≔ (Θ(𝑐𝑛−1) + ΔΘ(𝑐0), Θ(𝑐0) + ΔΘ(𝑐1), … , Θ(𝑐𝑛−2) + ΔΘ(𝑐𝑛−1)) ∈ 𝐶. 

𝑇ΔΘ
 kita sebut operator pergeseran siklis-ΔΘ.  

Gagasan tentang kode siklis-ΔΘ dengan derivasi atas lapangan hingga yang 
pada semula diperkenalkan oleh (Boucher dan Ulmer, 2014) diperluas oleh 
(Sharma dan Baintwal, 2018) ke dalam ring hingga ℤ4 + 𝑢ℤ4, dengan u2 = 1. 
(Ma, Gao, Li, dan Fu, 2021) lebih memperluas lagi konsep ini dengan meninjau 
kode kuasi siklis-ΔΘ  atas ring ℤ4 + uℤ4, dengan u2 = 1. Baru-baru ini, (Patel 
dan Prakash, 2022) menyelidiki kode siklis- ΔΘ  atas ring 𝐵2,𝑞 .  Pada 
perkembangan terbaru, bersama dengan Tang, penulis (Suprijanto dan Tang, 
2024+) telah menyelidiki kode siklis- ΔΘ  atas ring ℤ4 + vℤ4,  dengan v2 = 1. 
Untuk penyederhanaan notasi, mulai saat ini dan selanjutnya, misalkan 𝑅 ≔

ℤ4 + vℤ4, dengan v2 = 1.  

Tinjaulah dua pemetaan dari 𝑅 ke 𝑅 berikut: 
• 𝜃(𝑎 + 𝑏𝑣) = 𝑎 + 𝑏 − 𝑏𝑣; dan  
• Δ𝜃(𝑎 + 𝑏𝑣) = (1 + 2𝑣)(𝜃(𝑎 + 𝑏𝑣) − (𝑎 + 𝑏𝑣)). 

Dapat dibuktikan dengan mudah bahwa kedua pemetaan di atas merupakan 
automorfisma dan derivasi pada 𝑅. Terkait automorfisma dan derivasi terkait 
di atas, kita memiliki sifat-sifat berikut. 
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Lema 4.18 (Suprijanto dan Tang, 2024+) Ketiga pernyataan berikut dipenuhi: 
1. 𝛥𝜃𝜃 + 𝜃𝛥𝜃 ≡ 0. 
2. 𝛥𝜃𝛥𝜃 ≡ 0. 
3. Untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅, berlaku 𝛥𝜃(𝑥) = 0 jika dan hanya jika 𝜃(𝑥) = 𝑥.  

Dengan menggunakan lema di atas kita dapat buktikan dengan mudah sifat 
berikut.  

Lema 4.19 (Suprijanto dan Tang, 2024+) Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅, berlaku hubungan 
𝑥2𝑎 = 𝑎𝑥2.  

Sebagai akibat dari lema di atas kita peroleh sifat di bawah ini. 

Akibat 4.20 (Suprijanto dan Tang, 2024+) Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅  dan 𝑛 ∈

ℤ+berlaku hubungan 

𝑥𝑛𝑎 = {
(𝜃(𝑎)𝑥 + 𝛥𝜃(𝑎))𝑥𝑛−1, 𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑎𝑛𝑗𝑖𝑙,

𝑎𝑥𝑛,                𝑗𝑖𝑘𝑎 𝑛 𝑔𝑒𝑛𝑎𝑝.
 

Karena ring 𝑅 tidak komutatif, maka algoritma pembagian tidak berlaku 
di sini. Tetapi, sejenis algoritma pembagian, yang kita sebut algoritma 
pembagian-kanan, bisa kita buktikan berlaku dan banyak membantu kita 
dalam penyelidikan selanjutnya. 

 Lema 4.21 (Suprijanto dan Tang, 2024+) Misalkan 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥; 𝜃, 𝛥𝜃] 
dengan koefisien utama dari 𝑔(𝑥)  adalah unit. Maka terdapat polinom 
𝑞(𝑥), 𝑟(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥; 𝜃, 𝛥𝜃] sehingga berlaku  

𝑓(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑟(𝑥), 

dengan 𝑟(𝑥) = 0 atau 𝑑𝑒𝑟(𝑟(𝑥)) < 𝑑𝑒𝑟(𝑔(𝑥)).  

Sifat-sifat struktural dari kode siklis miring dengan derivasi atas 𝑹 

Pada bagian ini akan kita sampaikan beberapa sifat struktural dari kode siklis 
miring dengan derivasi atas ring 𝑅.  Untuk keperluan itu, kita sampaikan 
kembali korespondensi satu-satu berikut, yang serupa dengan yang terjadi 
pada kode siklis atas lapangan: 

𝑅[𝑥; 𝜃, Δ𝜃]

⟨𝑓(𝑥)⟩
∋ 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + 𝑐2𝑥2 + ⋯ + 𝑐𝑛−1𝑥𝑛−1 ↦ (𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1) ∈ 𝑅𝑛. 

Misalkan 𝑅𝑛,Δ𝜃
 menyatakan ring 𝑅[𝑥;𝜃,Δ𝜃]

⟨𝑥𝑛−1⟩
. Maka kita peroleh beberapa sifat 

berikut. 
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Lema 4.22 (Suprijanto dan Tang, 2024+) Jika polinom 𝑐(𝑥) = 𝑐0 + 𝑐1𝑥 + ⋯ +

𝑐𝑛−1𝑥𝑛−1 ∈ 𝑅𝑛,𝛥𝜃
 diidentifikasi sebagai katakode (𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑛−1) ∈ 𝑅𝑛,  maka 

𝑥𝑐(𝑥) ∈ 𝑅𝑛,𝛥𝜃
 diidentifikasi sebagai 𝑇𝛥𝛩

(𝑐) ∈ 𝑅𝑛. 

Lema 4.23 (Suprijanto dan Tang, 2024+) Kode 𝐶 ⊆ 𝑅𝑛 adalah kode siklis-𝛥𝜃 jika 
dan hanya jika 𝐶 merupakan submodul kiri dari 𝑅𝑛,𝛥𝜃

 atas ring 𝑅[𝑥; 𝜃, 𝛥𝜃].  

Sebagai akibat dari sifat di atas, kita peroleh sifat yang natural bagi kode siklis 
di bawah ini. 

Akibat 4.24 (Suprijanto dan Tang, 2024+) Jika kode 𝐶 ⊆ 𝑅𝑛 adalah kode siklis-
𝛥𝜃 , maka 𝐶 merupakan ideal dari 𝑅𝑛,𝛥𝜃

. 

Lebih dari itu, kita juga dapat menunjukkan bahwa sifat kode siklis-𝛥𝜃 atas 
ring 𝑅 dapat direduksi menjadi kode siklis atau kode kuasi siklis atas ring 𝑅, 
bergantung apakah panjang kode tersebut ganjil atau genap.  

 Lema 4.25 (Suprijanto dan Tang, 2024+) Misalkan 𝐶 ⊆ 𝑅𝑛 adalah kode siklis-
𝛥𝜃 . Maka berlaku: 
1. 𝐶 adalah kode siklis dengan panjang 𝑛 atas 𝑅, untuk 𝑛 ganjil. 
2. 𝐶  adalah kode kuasi siklis dengan indeks 2 dan panjang 𝑛  atas 𝑅,  untuk 𝑛 

genap.  

Akhirnya, kita sampaikan juga sebuah lema yang memberikan beberapa sifat 
dari polinom pembangkit dari kode siklis-𝛥𝜃 .  

Lema 4.26 (Suprijanto dan Tang, 2024+) Misalkan 𝐶 ⊆ 𝑅𝑛 adalah kode siklis-𝛥𝜃 
dan misalkan pula 𝑔(𝑥) adalah polinom tak nol dalam 𝐶 berderajat positif terkecil 
yang koefisien utamanya adalah unit di 𝑅. Maka berlaku 
1. 𝐶 = ⟨𝑔(𝑥)⟩.  
2. 𝑔(𝑥) adalah pembagi kanan dari 𝑥𝑛 − 1.  
3. {𝑔(𝑥), 𝑥𝑔(𝑥), 𝑥𝑔2(𝑥), … , 𝑥𝑛−𝑘−1𝑔(𝑥)}  adalah basis dari 𝐶,  dengan 𝑘 =

𝑑𝑒𝑟(𝑔(𝑥)). 

Masih banyak aspek yang bisa kita paparkan di sini terkait dengan sifat-sifat 
struktural dari kode siklis-𝛥𝜃 , termasuk di dalamnya sifat-sifat yang terkait 
dengan dual dari kode siklis-𝛥𝜃. Selain itu, hal penting lain yang disampaikan 
adalah terkait aspek aplikasi dari menyelidiki kode siklis-𝛥𝜃 atas ring 𝑅 untuk 
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mengonstruksi cukup banyak kode linear baru 17 atas ℤ4  yang optimal atau 
mendekati optimal. Meski demikian, ruang ini, di samping waktu yang 
terbatas, tidak memungkinkan untuk mendeskripsikan semua itu.  

4.3 Beberapa Hasil Lain Terkait Kode Linear Atas Lapangan dan 
Ring Hingga 

Masih ada beberapa hasil penelitian penting lain yang menjadi favorit kami, 
dan akan kami uraikan secara ringkas di sini: (1) (Muchlis, Pradananta, Astuti, 
dan Suprijanto, 2021), (2) (Tang dan Suprijanto, 2023a), dan (3) (Tang dan 
Suprijanto, 2023b).  

Pada artikel yang disebutkan pertama, kami berhasil memberikan nilai 
eksak bagi dimensi dari twisted centralizer codes dengan pendekatan yang 
elementer, ketika para peneliti di bidang ini -termasuk dua “orang besar” di 
dalamnya, yakni Cheryl Praeger dan Patrick Sole- meyakini bahwa penentuan 
dimensi itu “bukanlah merupakan masalah yang trivial.”18 Lebih dari itu, kami 
juga berhasil memberikan algoritma untuk mengonstruksi basis dari kode 
yang dimaksud. Pada artikel kedua, kami berhasil memberikan bukti 
alternatif dan elementer bagi batas Plotkin untuk kode linear atas ring ℤ4, dan 
memberikan sebuah pendekatan baru untuk mengonstruksi kode linear atas 
ring ℤ4  ini. Melalui metode baru ini, kami berhasil mengonstruksi banyak 
kode linear optimal atas ℤ4 yang belum diketahui sebelumnya19. Pada artikel 
ketiga, kami berhasil memberikan semua parameter yang mungkin bagi kode 
linear yang memiliki tepat dua bobot saja (two-weight codes) optimal atas ring 
ℤ4 . Kami juga memberikan sebuah metode untuk mengonstruksi kode 
optimal tersebut, di mana metode konstruksi yang telah diketahui 
sebelumnya 20 hanyalah merupakan kasus khusus saja dari metode konstruksi 
yang kami perkenalkan.  

  

 
17 Klaim kebaruan ini didasarkan pada fakta bahwa kode optimal atau hampir optimal yang kami hasilakan tersebut 

belum ada di dalam database berikut: http://quantumcodes.info/Z4. 
18 “In general determining the dimension of such a code given 𝐴 is a non-trivial problem, and we were only able to 

give a spectral characterization of the dimension over an extension of the base field” (lihat hal.76 dalam A. 
Alahmadi, S. Alamoudi, S. Karadeniz, B. Yildiz, C.E. Praeger, P. Solé, “Centraliser codes,” Linear Algebra Appl. 463 
(2014) 68-77.) 

19 Lihat catatan 16. 
20 Lihat, misalnya, metode yang diperkenalkan oleh Shi M., Xuan W., Solé P., Two families of two-weight codes over 

ℤ4, Des. Codes Cryptogr. 88(12), 2493–2505 (2020). 
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5. PENUTUP 

Teori desain, khususnya spherical designs dan Euclidean designs, dan teori 
koding -dua objek penting dalam kombinatorika aljabar- masih menyisakan 
sangat banyak masalah terbuka untuk dikaji lebih lanjut. Satu hal yang sangat 
menarik dari kedua objek kombinatorika ini adalah bahwa kajian atas 
keduanya hampir selalu menggunakan cabang matematika lain, termasuk di 
dalamnya bentuk-bentuk modular (modular forms), teori bilangan geometris 
(geometric number theory) -khususnya teori latis (lattices theory)-, teori lapangan 
hingga dan ring hingga, untuk sekedar menyebut beberapa di antaranya. Di 
sinilah salah satu aspek keindahan dari objek kajian ini. Keindahan lainnya 
dari kedua objek kajian ini adalah bahwa aspek aplikasi dari teori desain dan 
teori koding dapat dideskripsikan kepada masyarakat umum dalam bahasa 
yang mudah mereka pahami.  

Sebagai penutup, kami ingin kutipkan kembali sebuah pernyataan dari 
Israel M. Gelfand (1913-2009), seorang matematikawan Rusia, yang 
memotivasi kami untuk bekerja lebih dalam dan lebih serius di dalam bidang 
kombinatorika aljabar:  

“The older I get, the more I believe that at the bottom of most 
deep mathematical problems there is a combinatorial 

problem”— Lecture to Courant Institute (1990). 
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