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BEBERAPA ASPEK PENYELESAIAN SISTEM PERSAMAAN
TAK LINEAR SECARA NUMERIK

1. PENDAHULUAN

Sistem persamaan tak-linear sering dijumpai pada berbagai masalah
dibidang rekayasa seperti: prakiraan cuaca secara numerik, sistem
pembangkit tenaga listrik dan distribusinya, biokimia komputasi dan
penentuan distribusi tekanan pada jaringan pipa distribusi gas alam
maupun jaringan pipa distribusi air minum [1-3]. Hingga saat ini masalah
mencari penyelesaian sistem persamaan tak-linear masih diakui
merupakan salah satu masalah yang tidak mudah diselesaikan dibidang
komputasi numerik [1]. Metode Newton maupun quasi-Newton, yang
dewasa ini sering digunakan untuk menyelesaikannya, memiliki
kecepatan kekonvergenan yang tinggi ke solusi dalam hal nilai tebakan
awal untuk solusi dapat diberikan cukup akurat. Masalah menentukan
tebakan awal yang baik/akurat merupakan kendala penting yang harus
diatasi agar metode-metode tersebut konvergen ke solusi yang dicari.
Untuk mengatasi masalah tersebut berbagai algoritma optimisasi meta-
heuristik dipergunakan dengan cara mula-mula mengubah masalah
mencari solusi persamaan tak-linear yang dihadapi menjadi suatu
masalah optimisasi dan mengidentifikasi solusi masalah semula sebagai
solusi masalah optimisasi padanannya. Luo et al. [1] menggunakan
kombinasi antara Algoritma Optimisasi Chaos dengan metode quasi-

Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
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Newton. Burden and Faires [4] memanfaatkan kombinasi antara metode
steepest descent dengan metode Newton untuk menyelesaikan sistem
persamaan tak-linear. Pada masing-masing pendekatan tersebut,
Algoritma Optimisasi Chaos dan metode steepest descent dipergunakan
untuk mendapatkan tebakan awal yang bagus bagi metode quasi-
Newton dan metode Newton. Dalam satu kali mengeksekusi metode
Newton maupun melalui pendekatan [1,4] hanya akan dihasilkan satu
solusi/akar dari sistem persamaan tak-linear yang dihadapi. Sementara
itu sangat sering suatu sistem persamaan tak-linear memiliki solusi/akar
lebih dari satu. Dalam hal masing-masing solusi memiliki signifikasi
penting untuk diperoleh, maka diperlukan beberapa kali eksekusi untuk
memperoleh seluruh solusi sistem persamaan terkait. Suatu hal yang
tidak mudah dilakukan dalam hal banyaknya persamaan dan banyaknya
peubah cukup besar. Sehingga dirasakan perlunya memiliki suatu
metode yang mampu mendapatkan sebanyak mungkin solusi dalam satu

kali mengeksekusi metode tersebut.

Upaya untuk mendapatkan seluruh solusi dengan memanfaatkan
algoritma optimisasi metaheuristik telah dikemukakan dalam beberapa
artikel pada beberapa tahun terakhir ini. Pada umumnya langkah awal
yang dilakukan adalah mentransformasikan masalah pencarian akar
sistem persamaan tak-linear yang dihadapi ke dalam suatu masalah
optimisasi. Tsoulos dan Stavrakoudis [5], memanfaatkan metode

optimisasi global seperti Multistart dan Minfinder untuk memperoleh

Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
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seluruh minima dari masalah optimisasinya. Sacco dan Henderson [6]
mempergunakan algoritma random search dari Luus-Jakola untuk
mengeksplorasi daerah pencarian dan kemudian menggunakan teknik
Fuzzy Clustering Means untuk mengelompokkan solusi terbaik yang
telah diperoleh. Hasil pengelompokan tersebut lalu digunakan sebagai
titik-titk awal bagi algoritma Nelder-Mead untuk memperoleh solusi
sistem persamaan terkait. Sementara itu Grosan dan Abraham [7]
mentransformasikan sistem persamaan tak-linear yang dihadapi
kedalam suatu masalah optimisasi multi-objektif dan kemudian
menyelesaikannya dengan menggunakan suatu teknik komputasi
evolutif. Sejalan dengan itu Song et al. [8] mentransformasikan sistem
persamaan yang dihadapi kedalam suatu masalah optimisasi bi-objektif
dan kemudian menyelesaikannya juga dengan suatu teknik komputasi

evolutif.

Pada orasi ini dipaparkan suatu metode untuk mencari seluruh solusi
sistem persamaan tak-linear yang dihadapi dengan terlebih dahulu
mentransformasikannya ke dalam suatu masalah optimisasi global.
Selanjutnya dipaparkan suatu teknik clustering untuk melokalisir seluruh
akar-akar yang mungkin dimiliki sistem persamaan tersebut dan
menggunakan Algoritma Optimisasi Spiral dari Tamura dan Yasuda [9]
pada masing-masing cluster yang telah diperoleh untuk mendapatkan

akar-akar dari sistem persamaan yang dihadapi.

Sementara itu pada tahun 1998, Steve Smale salah seorang penerima

Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
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medali Field (salah satu penghargaan tertinggi bagi karya ilmiah
penelitian dalam bidang matematika) untuk tahun 1966, mengemukakan
18 masalah tantangan bagi para matematikawan diabad ke 21 dalam
artikelnya [10] yang berjudul “Mathematical problems for the next
century”. Dari 18 masalah tersebut tiga masalah berikut berkaitan dengan
sistem persamaan tak-linear:

¢ Problem4:Integer zeroes of a polynomial

* Problem 8:Introduction of dynamics into economic theory

* Problem17:Solving polynomial equations

Jadi, mencari solusi sistem persamaan tak-linear memiliki signifikasi
penting tidak hanya dalam masalah praktis, tetapi juga dalam

matematika.

2. SISTEM PERSAMAAN TAK-LINEAR
Perhatikan sistem persamaan tak-linear

fi(xy, %9, 0, xy) =0
fz(xl.xz..:..,xn)=0 S )

fn(x1, x5, .'..,xn) =0
dengan x = (xq, %y, ..., %,)" € D = [ay, by] X [ay, by] X -+ X [ay, b,] E R®
dan f;: D >R i=12,..,n fungsi-fungsi yang kontinu dengan
paling tidak salah satu diantaranya adalah fungsi tak-linear.

Suatu hubungan antara masalah optimisasi suatu fungsi dari R" ke R

dengan masalah penyelesaian sistem persamaan tak-linear dapat

Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
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dirumuskan sebagai berikut. Sistem persamaan tak-linear diatas
memiliki suatu solusi X = (x, X, ..., x,) T jika fungsi objektif F dari maslah
optimisasi yang didefinisikan oleh:

1

F(X) = F(xq, %3, ., Xp) = FYS T ——

_ 1
T XMNAM)

(2)
memiliki nilai maksimum sama dengan 1. Situasi ini membuka
kemungkinan untuk memanfaatkan berbagai metode/algoritma
optimisasi untuk pencarian optimum global sebagai alat untuk
menyelesaikan masalah pencarian solusi/akar sistem persamaan tak-
linear. Jika terdapat x* sehingga F(x*) = 1, maka x* merupakan sebuah
titik maksimum global dari F(x) dan f;(x*) =0 i =1,2,...,n.Sehingga
X" merupakan sebuah akar/solusi dari sistem persamaan tak-linear

tersebut.

Dalam masalah nyata seringkali dijumpai masalah optimisasi yang
fungsi objektifnya merupakan fungsi tak-linear dalam banyak peubah
yang disertai kendala. Ketak-linearan fungsi objektif tersebut sering
mengakibatkan fungsi objektif nya memiliki banyak titik optimum (multi-
modal). Dengan demikian algoritma-algoritma pencarian titik optimum
yang bersifat lokal seperti algoritma hill-climbing ataupun steepest descent
menjadi kurang efektif untuk masalah optimisasi multi-modal, karena
mudah terjebak pada hasil yang bersifat optimum lokal. Dengan

demikian dalam kaitan dengan pencarian akar-akar sistem persamaan
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tak-linear diperlukan algoritma pencarian yang dirancang untuk bersifat
mencari optimum global. Dalam kaitan ini beberapa metode
metaheuristik dirancang untuk pencarian optimum global pada fungsi-
fungsi yang bersifat multi-modal. Mereka tidak memerlukan persyaratan
seperti, misalnya, fungsi objektifnya harus fungsi yang diferensiabel.
Salah satu dari metode tersebut adalah metode Algoritma Optimisasi
Spiral (AOS) yang diperkenalkan oleh Tamura dan Yasuda pada tahun
2011 [9]. AOS ini digunakan untuk memperoleh titik optimum global dari
F(x). Untuk mengantisipasi terdapatnya lebih dari satu titik optimum
global dari F(x) yang masing-masing nya berkaitan dengan akar-akar
yang berbeda dari sistem persamaan tak-linear fi (x)=0 i=1,2,...,n, akan
dikemukakan suatu teknik clustering. Teknik ini berfungsi untuk
mengidentifikasi dan melokalisir akar-akar berbeda dari sistem
persamaan tak-linear yang dihadapi ke dalam sejumlah hingga cluster.
Selanjutnya AOS dipergunakan dimasing-masing cluster yang telah
terbentuk tersebut untuk memperoleh akar-akar sistem persamaan tak-

linear yang dicari.

3. OPTIMISASI SPIRAL DILENGKAPI TEKNIK CLUSTERING

AOS adalah salah satu algoritma metaheuristik yang mengambil
inspirasi dari fenomena bentuk spiral di alam, seperti misalnya cangkang
keong, pusaranangin pada siklon tropis, lengan pada galaksi spiral, yang

bentuk atau lintasannya mengikuti kurva berbentuk spiral logaritmik

Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
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[9]. AOS dirancang untuk mencari titik optimum global khususnya untuk
fungsi multi-modal dengan kemampuan menghindari terjebak pada titik-
titik optimum lokal pada saat proses pencarian berlangsung. Dalam satu
kali eksekusi AOS, hanya akan dihasilkan satu titik optimum global.
Sehingga apabila terdapat lebih dari satu titik optimum global maka perlu
melakukan berkali-kali eksekusi AOS untuk memperoleh sebanyak
mungkin titik optimum global yang ingin dicari.

Pada masalah mencari akar-akar sistem persamaan tak-linear (1)
yang dirumuskan sebagai masalah mencari titik-titik maksimum global
untuk fungsi objektif (2) diperlukan berkali-kali eksekusi AOS untuk
memperoleh seluruh akar-akar sistem persamaan tersebut. Berikut akan
dipaparkan suatu gagasan yang memungkinkan kita untuk mencari
keseluruhan akar tersebut dalam satu kali eksekusi algoritma. Untuk ini
diperlukan suatu teknik clustering yang dapat menghasilkan sejumlah
cluster yang berpotensi memuat akar-akar tersebut. Selanjutnya
digunakan AOS pada masing-masing cluster yang telah diperoleh
tersebut untuk menemukan akar-akar yang dicari. Sebagai catatan,
sebuah cluster dengan pusat x dan jari-jari p adalah himpunan titik y yang

memenuhi hubungan |[x-y||<p.

Teknik clustering ini dimulai dengan menentukan nilai fungsi F(x)
untuk masing-masing titik yang diperoleh dari hasil menyebar titik-titik
pencarian padalangkah awal AOS. Sebuah titik x, yang posisinya berada

didekat akar tentunya akan memiliki nilai F(x) yang dekat ke 1. Sehingga

Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
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jika x; dan x; dua buah titik berbeda yang masing-masing memiliki nilai
F(x)>y dengan 0<y<1, maka kedua titik ini akan kita perhatikan untuk
melakukan langkah berikutnya. Ambil titik tengah yang terletak diantara
kedua titik tersebut, yaitu x=(x+x; )/2. Apabila F(x)<F(x,) dan F(x,)<F(x)
maka x; dan x; akan dipandang sebagai calon/kandidat potensial untuk
akar. Kita buat dua buah cluster dengan pusat masing-masing x; dan x..
Sementara itu jika dipenuhi F(x)<F(x)<F(x;) maka hanya titik x; yang
dipandang sebagai kandidat potensial untuk akar, sehingga kita buat
cluster dengan pusat dititik x;. Selanjutnya jika dipenuhi kondisi
F(x,)>F(x,) dan F(x,)>F(x;) maka tidak hanya x;dan x; yang diperhitungkan
sebagai kandidat akar tetapi juga x, diperhitungkan sebagai salah satu
kandidat akar. Sehingga setelah membuat dua cluster masing-masing
dengan pusat di x, dan di x, teknik clustering ini juga diterapkan lagi pada
titik tengah antara x; dan x, Rincian dari kombinasi antara teknik
clustering ini dengan AOS dapat dilihat dalam artikel Sidarto dan Kania
[10].

Langkah awal dari AOS dan juga teknik clustering adalah
membangkitkan titik-titik pencarian secara acak/random. Masalah yang
dihadapi adalah dapat terjadi sebaran titik yang diperoleh tidak
terdistribusi secara merata pada daerah pencarian. Sebaran titik-titik awal
pencarian yang merata sangat diperlukan dalam upaya pencarian
seluruh akar sistem persamaan yang dihadapi, khususnya pada fase

clustering diatas. Maka sebaran titik-titik pencarian awal dalam metode

Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
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ini dilakukan dengan bantuan membangkitkan titik-titik melalui barisan
Sobol. Barisan Sobol yang merupakan salah satu low discrepancy sequence
dapat menghasilkan sebaran titik yang lebih merata posisinya dalam
daerah pencarian dibandingkan dengan membangkitkannya secara acak
dengan bantuan pseudo-random number. Salah satu cara pembangkitan
barisan Sobol ini diberikan oleh Joe dan Kuo [11]. Karena pembangkitan
barisan Sobol tidak melibatkan pembangkitan pseudo-random number,
metode kombinasi AOS dengan teknik clustering ini juga tidak
melibatkan pembangkitan bilangan acak. Dengan demikian setiap kali
kita mengeksekusi metode ini, untuk seperangkat nilai-nilai parameter

yang sama, akan dihasilkan hasil yang selalu sama.

Sebagai ilustrasi dari metode kombinasi AOS yang dilengkapi
dengan teknik clustering tersebut berikut ini ditampilkan beberapa contoh
perhitungan. Semua perhitungan numeriknya dilakukan dengan
menggunakan Notebook dengan processor Intel CoreTM i5 dengan ram 4
GBdan 1.6 GHz CPU running Ubuntu Linux 12.04. Program ditulis dalam

C++dan dikompilasi dengan menggunakan g++.

3.1 Akar-akar real sistem persamaan tak-linear

Contoh1.

Sistem persamaan tak-linear (dari Sidarto dan Kania [10])

f1(x1,x5) = 0.5 sin(xyx;) — 0.5%2 —0.5x;, =0
0.25
filxy, x) = (1 _T) (e®*1 —e) + e% —2ex; =0
dengan D = {(x1,%5): —1 < x; < 3,-17 < x, < 4}
Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
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Hasil pencarian akar/solusi ditampilkan pada Tabel 1. Gambar 1
memperlihatkan perpotongan antara dua kurva fi(xy,x,) =0 dan
f2(x1,x,) = 0 . Titik-titik potong kedua kurva menghasilkan akar-akar
sistem persamaan yang dicari. Metode AOS yang dilengkapai dengan
teknik clustering berhasil memperoleh secara serentak kedua belas akar
sistem dalam satu kali eksekusi program, yang memerlukan waktu 2.98
detik. Dengan menggunakan nilai-nilai parameter yang sama tetapi
menggunakan pseudo-random points, bukan barisan Sobol, dari 100 kali
eksekusi program hanya sebanyak 10 kali eksekusi program yang
menghasilkan kedua belas akar tersebut secara serentak. Khususnya
pada daerah pencarian D* = {(xy,x;):0.25<x; <1,1.5 < x, < 2m}
hanya terdapat dua buah akar yang juga didapatkan oleh Tsoulos dan

Stavrakoudis [5] serta oleh Sacco dan Henderson [6].

Tabel 1. Akar-akar sistem persamaan pada Contoh 1.

Solusi X, X, f1(x1’xz) fz(xpxz)
1 -0.260599 0.622531 -7.744410e-08 | -1.170240e-06
2 1.530510 -10.202200 -1.439340e-06 | -1.100660e-05
3 1.663420 -16.282800 1.834820e-07 5.529120e-07
4 1.654580 -15.819200 -1.185450¢e-06 1.283770e-05
5 1.433950 -6.820760 -1.089920e-06 | -8.665240¢-06
6 1.578220 -12.176700 2.369380e-06 -1.521930e-05
7 1.337430 -4.140440 -5.178290e-07 8.814390e-06
8 0.500000 3.141590 -2.756650e-08 2.997340e-07
9 0.299449 2.836930 1.387110e-07 -4.428580e-07
10 1.604570 -13.362900 2.601460e-06 1.791030e-05
11 1.294360 -3.137220 -1.090360e-07 | -8.951410e-06
12 1.481320 -8.383610 -2.211870e-06 1.276260e-05

Forum Guru Besar
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Gambar 1. Grafik untuk persamaan f; (x;, x,) = 0 dan fj (3, x,) = 0.

Contoh1.

Sistem persamaan tak-linear (dari Sidarto dan Kania [6])

X3X4Xg

£o(X) = x, + 0.405 e1+*1%2 — 1.405 = 0

X4x6

1.5 =
2+50

f3(x) = x3 —

fo(x) = x, — 0.605 13 — 0.395 =0

xe6

2

fs(x)sz_ +15=0

fe(X) = xg — x5 =0

denganD ={x: -5<x; <5i=12,..,6}
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Hasil pencarian akar/solusi ditampilkan pada Tabel 2. Metode AOS
yang dilengkapai dengan teknik clustering berhasil menemukan dua buah
akar sistem secara serentak dalam satu kali eksekusi program yang
memerlukan waktu 7.66 detik. Dengan menggunakan nilai-nilai
parameter yang sama tetapi menggunakan pseudo-random points, bukan
barisan Sobol, dari 100 kali eksekusi program hanya sebanyak 69 kali
eksekusi program yang menghasilkan kedua buah akar secara serentak.
Sementara itu Luo et al. [1] dan Krzyworscka [12] hanya melaporkan

sebuah akaryaitu x = (—-1,1,—1,1,—1,1)T.

Tabel 2. Akar-akar sistem persamaan pada Contoh 2.

Solusi | x (i=1,2,...,6) | f(x)(i=12,...,6)
Sol. 1 -1 0
1 0
-1 0
1 0
-1 0
1 0
Sol. 2 -1.043200 -1.737000e-07
-0.550936 -1.505690e-07
0.431936 -6.547360e-07
1.759660 1.496010e-07
-2.104870 -1.618560e-07
2.195810 2.951250e-07

¢ Metode AOS yang dilengkapi dengan teknik clustering ini, dengan

sedikit modifikasi, juga dapat digunakan untuk mencari akar-akar
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bilangan kompleks dari sistem persamaan tak-linear seperti

ditunjukkan dalam Sidarto dan Kania [12].

* Sering terjadi dalam masalah optimisasi selain diinginkan titik
optimum global nya juga diinginkan nilai-nilai optimum lokalnya. Ini
terjadi dalam hal fungsi objektifnya merupakan fungsi yang multi-
modal. Dengan melakukan beberapa modifikasi pada teknik
clustering, kombinasi AOS dengan teknik clusteing juga dapat
digunakan untuk mendapatkan tidak hanya titik-titik optimum
global nya tetapi juga titik-titik optimum lokal nya pada daerah
pencarian yang diberikan dalam satu kali eksekusi program (Sidarto

etal.[13])

e Sementara itu Kania dan Sidarto [14] memanfaatkan AOS untuk
menyelesaikan masalah optimisasi dengan kendala dalam kerangka
Mixed Integer Non-linear Programming. Dalam Tesis S-2 nya Wina
Novitasari [15] memanfaatkan AOS untuk menyelesaikan masalah
dalam matematika keuangan yaitu penyusunan Portofolio Saham

dengan pendekatan optimisasi multi-objektif.

4. SISTEM PERSAMAAN TAK-LINEAR PADA JARINGAN PIPA

4.1 Jaringan pipa distribusi air minum (dari Sidarto et al. [3])

Sistem distribusi air minum umumnya merupakan suatu jaringan
perpipaan yang tersusun atas sistem pipa, pompa dan perlengkapan
lainnya. Kompleksitas dari jaringan perpipaan ini menghadirkan
masalah dalam distribusi debit dan tekanan yang berkaitan dengan

Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
Institut Teknologi Bandung 13 13 April 2019



kriteria hidrolis yang harus terpenuhi dalam sistem pengaliran air

bersih/air minum.

Untuk menyelesaikan masalah tersebut diperlukan suatu model
sistem jaringan pipa distribusi air yang melibatkan pengetahuan yang
menyangkut persamaan-persamaan dalam hidrolika saluran tertutup.
Persamaan dasar yang terkait dengan hidrolika ini adalah persamaan
kontinuitas dan kekekalan energi. Disamping itu diperlukan juga
persamaan lain, yaitu persamaan kehilangan tekanan (headloss). Dengan
menggabungkan persamaan-persamaan tersebut dapat dibangun suatu
sistem persamaan yang menggambarkan sistem jaringan pipa distribusi

aigr bersih.

Model jaringan distribusi air yang dikemukakan dalam paparan ini
adalah model untuk kondisi tunak (steady state). Model ini dapat
dimanfaatkan sebagai pendekatan untuk keadaan yang lebih realistis di
lapangan yaitu keadaan aliran unsteady yang tentunya memerlukan
analisis yang lebih kompleks. Perhatian dipusatkan pada penentuan
distribusi tekanan dititik-titik (node) yang ditentukan atau diinginkan dan
laju alir beserta arah alir air pada masing-masing segmen pipa pada
jaringan pipa distribusi air. Dari sisi matematika model yang dihasilkan
membawa kepada penyelesaian sistem persamaan tak linear yang besar.
Dalam paparan ini penyelesaian dilakukan dengan membawa masalah
tersebut menjadi masalah optimisasi kuadrat terkecil tak-linear yang

selanjutnya diselesaikan secara iteratif dengan algoritma Levenberg-
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Marquard. Algoritma Levenberg-Marquard pada dasarnya merupakan
metode Gauss-Newton dengan damping. Parameter damping
mempengaruhi baik arah maupun panjang langkah iterasi. Jika diawal
proses iterasi titik iterasi masih jauh dari akar yang sesungguhnya maka
akan sangat ideal jika pola iterasi steepest descent, yang dikenal cukup
robust, digunakan. Selanjutnya jika sudah cukup dekat dengan akar yang
akan dicari barulah pola Gauss-Newton, yang sensitif terhadap nilai
(tebakan) awal tetapi memiliki laju konvergensi (hampir) kuadratik,
diaktifkan. Pada metode Levenberg-Marquard peralihan pola iterasi ini
dapat dilakukan secara adaptif, sehingga metode ini dipilih untuk
menyelesaikan sistem persamaan tak-linear skala besar yang dihasilkan
padamasalahjaringan pipa distribusi air yang dihadapi.

Model jaringan pipa distribusi air

Jaringan pipa distribusi tersusun atas sejumlah hingga segmen pipa
dengan panjang dan diameter yang telah diketahui, yang
menghubungkan N titik simpul (node). Titik simpul menyatakan lokasi
tempat aliran air masuk atau ke luar dari jaringan pipa dan juga titik
referensi untuk tekanan padajaringan pipa. Diasumsikan aliran air dalam
keadaan tunak; serta tidak terdapat pompa dan control valves pada
jaringan pipa. Air mengalir dari reservoir ke dalam jaringan pipa secara
gravitasi. Untuk persamaan aliran dalam pipa digunakan persamaan

Hazen-Williams, yang populer digunakan. Dalam satuan U.S. Customary

System diberikan oleh:
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Qij = 0.4329 ChDi2j63 <L_ (—l + Zi — Z1)>

g\ v
dengan Q;; menyatakan laju alir (ft®/s) dalam segnen pipa yang
menghubungkan titik-titik simpul i dan j, pi dan pj, zi dan zj masing-
masing menyatakan tekanan (Ib/ft?) dan ketinggian (elevasi) (ft) di titik-
titik simpul 7 dan j. Lj dan Dj menyatakan panjang (ft) segmen pipa dan
diameter-dalam (ft) pada segmen pipa antara titik-titiksimpul i dan j. Cu
adalah koefisien Hazen-Williams (tak berdimensi) dan y (= 62.4 Ib/ft?)
adalah berat spesifik air. Nilai Cr untuk pipa yang licin akan lebih besar
dibandingkan dengan nilai C: untuk pipa yang permukaannya lebih

kasar.

Dari persamaan kontinuitas kita peroleh bahwa jumlah aljabar
banyaknya air yang masuk dan ke luar dari sebuah titik simpul adalah
sama dengan nol. Sehingga untuk sebuah titik simpul m yang bertetangga
dengan titik simpul j dan k kita peroleh

fin = Qjm + Qmix + Ny, =0
dengan QNw adalah laju alir yang ke luar atau masuk ke dalam jaringan
distribusi melalui titik simpul m. Untuk jaringan yang memiliki N titik
simpul akan terdapat N persamaan serupa dengan persamaan di atas.
Gambar 2 memperlihatkan sebuah jaringan pipa distribusi air bersih yang
memiliki 33 titik simpul. Ini merupakan bagian dari jaringan pipa
distribusi air minum dari PDAM Bandung. Air dialirkan dari titik simpul

1 (reservoir) ke 32 titik penyerahan. Sistem persamaan tak-linear yang
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terkait memiliki 33 persamaan tak-linear dalam 33 peubah. Dengan
menggunakan data jaringan dari PDAM Bandung, diperoleh hasil
perhitungan tekanan pada masing-masing titik simpul/node. Hasil
perhitungan ini ditampilkan secara grafis pada Gambar 3, sekaligus
disertakan pula hasil perhitungan dengan menggunakan perangkat
lunak EPANET 2.0 yang dikembangkan oleh U.S. Environment Agency.
Hasil perhitungan tekanan tersebut selanjutnya digunakan untuk
menentukan laju alir air pada masing-masing segmen pipa. Gambar 4

memperlihatkan arah alir air dalam jaringan tersebut.
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Gambar 2. Skema jaringan pipa distribusi air dengan 33 titik dan 40 segmen pipa
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Gambear 3. Distribusi tekanan pada setiap titik simpul/node
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Gambar 4. Arah alir air pada jaringan pipa distribusi air di Gambar 1
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4.2 Jaringan pipa distribusi gas alam (dari Sidarto et al. [2])

Jaringan pipa gas terdiri dari pipa-pipa yang saling terhubung yang
memungkinkan terjadinya aliran gas dalam keadaan tunak dari satu atau
lebih titik suplai kepada satu atau lebih titik penyerahan. Jaringan pipa
distribusi dapat dipikirkan sebagai sebuah graf terhubung dengan busur-
busur graf merepresentasikan segmen-segmen pipa dan titik-titik simpul
graf merepresentasikan titik-titik percabangan pipa serta sebagian lagi
menyatakan titik-titik suplai dan titik-titik penyerahan. Model tunak
aliran gas pada jaringan pipa distribusi dikemukakan pertama kali oleh
Stoner [16] dengan menuliskan persamaan kekontinuan aliran pada
masing-masing titik simpul graf, sehingga diperoleh sebuah sistem
persamaan tak linear yang melibatkan tekanan pada masing-masing titik
simpul. Dengan demikian masalah menentukan distribusi tekanan pada
suatu jaringan pipa distribusi secara matematika menjadi masalah

menentukan akar suatu sistem persamaan tak-linear.

Model jaringan pipa distribusi gas

Jaringan pipa yang akan dibahas disini dibatasi hanya pada jaringan
pipa dengan posisi pipa horisontal, walaupun sebenarnya di lapangan
jalur pipa akan mengikuti kontur geografis daerah yang dilaluinya.
Berangkat dari model dengan pipa horizontal dapat dikembangkan
untuk kondisi model dengan pipa tak horisontal [17], yang banyak
dijumpai di lapangan. Jaringan pipa distribusi terdiri atas sejumlah
hingga pipa yang menghubungkan N titik simpul. Pada sebagian dari
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titik-titik simpul besarnya tekanan diketahui, sedangkan untuk sisanya
besarnya tekanan akan dihitung. Gas mengalir melalui suatu segmen
pipa karena adanya perbedaan tekanan pada kedua ujung pipa. Titik
simpul merepresentasikan titik percabangan pipa ataupun titik masuk/ke
luar aliran gas ke/dari jaringan. Untuk penyederhanaan, di sini diasumsi-
kan bahwa seluruh pipa berada pada posisi horisontal, sistem berada
dalam keadaan aliran tunak, kondisi isothermal, regulator dan control
valves terdapat pada jaringan, kompresor tidak dijumpai pada jaringan.

Gambar 5 berikut merupakan bagian darijaringan pipa gas PGN.
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Gambar 5. Skema jaringan pipa gas alam dengan 91 nodes dan 75 segmen pipa
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Untuk persamaan aliran gas dalam pipa diberikan oleh (Ikoku [17])

Tb az PL'2 _ sz as 1 Qaq "
Ql] al 19) Pb ( Tl]ZLU Gl] ij

dengan Q;; laju alir gas dalam pipa yang menghubungkan titik-titik
simpul i dengan j. Ej; efisiensi pipa. T, dan P, masing-masing
menyatakan base temperature dan base pressure. P; dan P; masing-masing
menyatakan tekanan di node i dan node j. T;; dan L;; masing-masing
menyatakan temperatur rata-rata dalam pipa dan panjang segmen pipa
yang menghubungkan node i dengan node j. z menyatakan gas deviation
factor. G;j menyatakan specific gravity, sedangkan ID;; menyatakan inside
diameter pipa yang menghubungkan node i dengan node j. Sementara itu
a; i = 1,2,3,4,5 merupakan nilai-nilai parameter yang berkaitan dengan
jenis persamaan aliran gas yang digunakan, diberikan dalam Tabel 3

berikut.

Tabel 3. Nilai-nilai parameter persamaan aliran gas

Equation a a, a, a, as
Panhandle A 435.87 1.0788 0.5394 0.4604 2.618
Panhandle B 737.0 1.02 0.510 0.490 2.530

Weymouth 433.5 1.0 0.5 0.5 2.667

Persamaan aliran gas yang melewati control valve dan regulator diberikan

oleh

Qij = Cyj

dengan C;; menyatakan koefisien valve/regulator yang menghubungkan
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node i dengan node j. Pada model valve, nilai dari koefisien C;; diberikan,
sedangkan nilai-nilai dari upstream dan downstream pressures, P; dan P
dihitung. Sedangkan pada model regulator, nilai dari downstream
pressure P; diberikan, sedangkan nilai dari koefisien C;; dan upstream

pressure P; dihitung.

Dengan menggunakan data-data yang diberikan [2], berikut
ditampilkan secara grafis pada Gambar 6 hasil perhitungan distribusi
tekanan pada jaringan pipa distribusi gas alam pada Gambar 5. Pada
gambar tersebut disertakan juga hasil perhitungan dengan perangkat
lunak TGNet sebagai bahan perbandingan. Hasil perhitungan yang
ditampilkan tersebut adalah untuk model jenis aliran Panhandle A.
Perangkat lunak yang dihasilkan dari model yang dikembangkan ini
diberi nama DisNet. Jaringan pada Gambar 5 tersusun atas 91 nodes terdiri
atas 1inlet/source, 42 outlets dan 48 junctions. Jaringan tersebut memiliki 10
valves dan 2 regulators. Sistem persamaan tak-linear yang dihasilkan
terdiri atas 91 persamaan dalam 91 peubah, yang sebagian besar nya
adalah tekanan pada nodes. Penyelesaian dilakukan dengan mengguna-
kan metode Broyden yang menghitung matriks Jacobi dari sistem
persamaan hanya pada iterasi pertama, selanjutnya dilakukan teknik
rank-one update untuk iterasi-iterasi berikutnya. Hasil perhitungan yang
diperoleh terlihat sangat dekat dengan yang diperoleh melalui TGNet.
Dengan diperolehnya hasil perhitungan tekanan pada setiap nodes, maka

berikutnya arah alir gas dalam jaringan dapat ditentukan.
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Gambar 6. Hasil perhitungan tekanan pada tiap node dengan menggunakan DisNet
dan TGNet
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PENENTUAN HARGA WAJAR OPSI SAHAM KARYAWAN

PENDAHULUAN

Opsi Saham Karyawan (selanjutnya ditulis OSK) adalah opsi yang
diberikan dengan tanpa membeli, kepada sekelompok karyawan dalam
suatu perusahaan untuk membeli saham perusahaan itu sendiri. OSK
memberikan hak, bukan kewajiban, kepada pemiliknya untuk membeli
sejumlah saham perusahaan dengan harga yang telah ditetapkan (harga
eksekusi) pada saat opsi diberikan dan dengan masa jatuh tempo yang
telah ditetapkan. Gagasan pemberian OSK diantaranya adalah untuk
menyelaraskan insentif yang akan diperoleh karyawan dengan keinginan
para pemilik saham perusahaan. Pemberian OSK kepada karyawan akan
memacu karyawan untuk bekerja lebih optimal sehingga kinerja
perusahaan semakin bagus yang berdampak pada semakin membaiknya
harga saham perusahaan. Pada gilirannya hal ini akan meningkatkan
besarnya insentif yang diperoleh oleh karyawan dari hasil pelaksanaan
OSK yang dimilikinya. Adanya masa tunggu (vesting period) sebagai salah
satu fitur OSK memberi kesempatan kepada perusahaan untuk dapat
mempertahankan karyawan penerima OSK tetap bekerja pada
perusahaan paling tidak selama masa tunggu tersebut. Penentuan harga
yang wajar (fair value) untuk OSK menjadi bagian yang diharapkan ada
untuk penyusunan neraca perusahaan, khususnya bagi perusahaan yang

menggunakan OSK sebagai salah satu strategi untuk memberikan

Forum Guru Besar Prof. Kuntjoro Adji Sidarto
Institut Teknologi Bandung 27 13 April 2019



insentif bagi karyawannya dalam bentuk kompensasi berbasis saham.
Penentuan nilai wajar OSK menurut PSAK No.53: Akuntansi Kompensasi
Berbasis Saham, ditentukan dengan menggunakan model penentuan
harga opsi, antara lain dengan model Black-Scholes atau model binomial.
Mengingat fitur-fitur khusus yang dimiliki OSK maka penentuan nilai
wajar OSK dengan model binomial dipandang lebih sesuai dibandingkan
dengan model Black-Scholes (Folami, L.B. et al., 2006; West, G., 2005; Baril,
C. et al,, 2007). Paparan ini mengemukakan pemanfaatan suatu model
trinomial untuk penentuan nilai wajar OSK berdasarkan model Hull-
White untuk OSK, dilengkapi dengan paparan sensitifitas nilai wajar OSK
terhadap beberapa parameter OSK. Sidarto (2009) menggunakan model
binomial, sedangkan Sidarto dan Puspita (2011) menggunakan model

simulasi Monte Carlo untuk penentuan nilai wajar OSK.

FITUR-FITUR KHUSUS OSK

OSK memiliki beberapa perbedaan dengan opsi yang diperdagang-
kan di pasar opsi regular (Rubinstein, 1995). Berikut ini beberapa fitur

khusus yang dimiliki oleh OSK.

1. Merupakan opsi call yang diterbitkan oleh suatu perusahaan atas

saham perusahaan itu sendiri.

2. Memiliki masa tunggu (vesting period) dimana pada masa tunggu ini
opsi tidak dapat dilaksanakan (diexercise); Jika karyawan keluar dari
perusahaan (sukarela ataupun tidak) dalam periode masa tunggu
maka opsi batal; Jika karyawan keluar dari perusahaan (sukarela
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ataupun tidak) setelah masa tunggu, maka opsi dapat dilaksanakan
segera jika harga pasar saham dalam keadaan in-the-money, tetapi
opsi tidak dapat dilaksanakan jika harga pasar saham dalam keadaan

out-of-the money.

3. Karyawan tidak boleh menjual OSK yang dimilikinya. Sehingga jika
karyawan ingin segera mewujudkan OSK yang dimilikinya dalam
bentuk tunai maka karyawan tersebut haruslah menjual saham yang
akan diperolehnya. Keadaan ini mendorong OSK untuk
dilaksanakan lebih cepat sebelum masa jatuh temponya (karyawan
melakukan early exercise). Hal ini dimungkinkan karena pada
dasarnya OSK dapat dilaksanakan setiap saat, jika memungkinkan,
setelah perioda masa tunggu berakhir hingga masa jatuh temponya.
Umumnya OSK memiliki masa jatuh tempo yang lama (beberapa
tahun).

Mengingat sifat-sifat yang dimiliki OSK tersebut, maka tentulah
model Black-Scholes untuk penentuan harga opsi tidak sepenuhnya
dapat digunakan untuk menentukan harga (nilai) wajar OSK pada saat
diberikan kepada karyawan. Dalam kaitan inilah model penentuan harga
opsi dengan metoda Iattice (binomial maupun trinomial) dapat
dimanfaatkan, tentunya dengan melakukan modifikasi untuk memenuhi
fitur-fitur OSK. Model penentuan harga OSK dengan menggunakan
model binomial pertama kali dikemukakan oleh John Hull dan Allan
White (Hull and White, 2004). Dalam menentukan harga wajar OSK, Hull

dan White secara eksplisit memasukkan parameter laju karyawan
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meninggalkan perusahaan (employee exit rates) sebelum maupun setelah
masa tunggu berakhir. Model juga diharapkan dapat memasukkan
strategi karyawan dalam melakukan early exercise. Untuk ini diasumsikan
bahwa early exercise terjadi jika harga pasar saham mencapai paling
sedikit sebesar kelipatan M dari harga pelaksanaan K (strike price). Hull
dan White (2004) menggunakan model binomial yang merupakan

modifikasi dari model binomial untuk opsi call Eropa.

Penggunaaan binomial lattice pada model binomial penentuan harga
opsi yang memiliki barrier (barrier option), memiliki keterbasan yaitu
adanya kesulitan untuk dapat meletakkan titik-titik simpul (lattice nodes)
tepat pada barier. Ini akan berpengaruh pada berkurangnya tingkat
akurasi yang bisa dicapai pada penentuan harga opsinya (Ritchken, 1995).
Pada model OSK dari Hull-White situasi tersebut muncul yaitu dengan
adanya barrier psikologis B = M K. Untuk mengatasi masalah tersebut
pada paparan ini ditampilkan penggunaan model trinomial Ritchken

untuk penentuan harga OSK model Hull-White.

Jika pada model binomial harga saham hanya bisa naik atau turun,
maka pada model trinomial harga saham dapat naik, turun ataupun
tetap. Dengan demikian model trinomial bersifat lebih fleksibel karena
memiliki tiga kemungkinan perubahan harga saham dibandingkan
dengan hanya dua pada model binomial. Khususnya berkaitan dengan
opsi barrier yang merupakan salah satu fitur dari model OSK Hull-White,

model trinomial dari Ritchken (Ritchken, 1995) akan sangat membantu.
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Jika B = M K merupakan barrier psikologis, maka parameter-parameter

model trinomial Ritchken diberikan oleh:

n = n(B/So) no=Inl y=n/n, u= eVoVBit 4 — 1/u= e~ VoAt

o /At
1 (r—D—%az)\/ﬂ 1 1 1 (r—D—%az)\/E
Pu = 272 2o Pm = 72 Pa = 2y2 2y0

Berikut skema model trinomial:

Sd

7
s e
v

t t+At

Gambar 1. Pergerakan harga saham model trinomial satu perioda

Pada formula di atas, S, merupakan harga saham pada saatt =0, ¢ =
volatilitas harga saham, » = suku bunga bebas resiko, D = dividend yield,
u = faktor inkremen kenaikan harga saham, d = faktor inkremen
penurunan harga saham, p,, = peluang harga saham naik, p,, = peluang

harga saham tetap, dan p; = peluang harga saham turun.
Menggunakan model trinomial Ritchken tersebut akan dihasilkan

suatu lattice berupa pohon trinomial harga-harga saham yang memiliki
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satu lapis titik-titik simpul (nodes) yang tepat terletak berimpit dengan

barrier psikologis OSK.

CONTOH ILUSTRATIF

Sebuah perusahaan publik memberikan OSK kepada karyawannya
dengan masa jatuh tempo selama 10 tahun. Pada saat OSK diberikan
(grant date) harga pasar saham peusahaan tersebut adalah sebesar $ 50 dan
harga eksekusi (strike price) opsi diambil sama dengan harga pasar saham
saat itu yaitu $ 50. Opsi memiliki masa tunggu (vesting period) selama 3
tahun. Data perusahaan menyatakan bahwa besarnya exit rate karyawan
adalah sebesar 6% per tahun. Misalkan diketahui besarnya volatilitas
saham adalah 30%, suku bunga bebas resiko adalah 5% serta besarnya

dividend yield adalah 2.5%.

Dengan asumsi nilai M=1.5 dan menggunakan N = 500, kita peroleh

harga OSK pada saat diberikan (grant date) sebesar:

Tabel 1. Data OSK

S [k [T v |r s [D [A [M [N

50 50 10 3 0.05 |03 0.025 |0.06 |15 500

Tabel 2. Hasil perhitungan nilai OSK

Binomial Hull-White $ 12.54966

Trinomial Hull-White $ 12.43478
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Selanjutnya untuk mengetahui pengaruh berbagai parameter
terhadap harga OSK pada saat diberikan, ditampilkan beberapa grafik
hubungan antara harga OSK terhadap berbagai parameter. Grafik-grafik
itu ditampilkan pada Gambar 2 hingga Gambar 6.

Harga OSK vs Masa Tunggu

12,6 -
12,4 .« * * o .
12,2 A ¢ .
. .
12 A
« .
8 11,8 4 .
© 11,6
g *
5114 A
11,2 ¢
114 .
10,8 - .
10,6 T T T T T T T ]
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Masa Tunggu
Gambar 2. Harga OSK vs Masa Tunggu
Sy =50,K =50,r=0.05,0 = 0.3,4=0.03,7 = 10,D = 0.025,
M =15 N=500
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Harga OSKvs M Harga OSK vs Suku Bunga
15 4 22 -
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Gambar 5. Harga OSK vs Suku Bunga

Gambar 3. Harga OSK vs M So =50,K =50,6 = 03,4 = 0.03,T = 10,v = 3,D = 0.025,M = 1.5,

So =50,K =50,7 =0.05,0 = 0.3,4=0.03,T =10,v = 3,D = 0.025, N =500
N =500
Harga OSK vs Exit Rate
30 - Harga OSK vs volatilitas 16
°
144®,
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Gambar 4. Harga OSK vs Volatilitas Gambar 6. H OSK vs Exit R
r6. t Rat
So = 50,K = 50,7 = 0.05,1 = 0.03,T = 10,v = 3,D = 0.025,M = 1.5, ambar . Harga Yok vs Bt Rate
N = 500 S =50,K =50,r =0.05,06 =0.3,T =10,v =3,D = 0.025,M = 1.5,
N =500
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BEBERAPA CATATAN

Salah satu parameter model penentuan nilai OSK di atas adalah laju
karyawan ke luar dari perusahaan, yaitu A. Untuk menentukan besarnya
A, dapat dimanfaatkan data-data yang menyangkut employee turnover rates
pada masing-masing kategori jabatan/posisi karyawan dalam
perusahaan. Dapat terjadi bahwa employee turnover rate untuk karyawan
pada posisi middle management misalnya, berbeda dengan mereka yang
menduduki jabatan puncak perusahaan. Begitu pula dapat terjadi nilai A
sebelum masa tunggu berakhir akan lebih kecil dibandingkan dengan
sesudah masa tunggu berakhir. Penggunaan nilai A yang berbeda pada

perioda yang berbeda dapat diakomodasi dengan mudah pada modelini.

Umumnya, karena berbagai alasan seperti likuiditas, karyawan
melaksanakan OSK yang dimilikinya sebelum jatuh temponya. Situasi ini

dapat diakomodasi oleh model lattice untuk OSK di atas.

OSK biasanya memiliki waktu jatuh tempo yang cukup lama
(beberapa tahun) sehingga asumsi bahwa volatilitas saham serta suku
bunga bebas resiko adalah konstan menjadi perlu dicermati lagi
validitasnya. Situasi ini sedikit banyak dapat diantisipasi oleh model
lattice dengan mendesain nilai ¢ dan r yang berbeda pada masing-masing

perioda waktu padamodel latticenya.

Menarik untuk dicermati dari Gambar 2 sampai Gambar 6 bahwa
grafik hubungan antara harga OSK terhadap lamanya waktu tunggu,

yaitu Gambar 2, merupakan grafik yang cekung ke bawabh, jadi memiliki
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suatu nilai maksimum untuk suatu nilai masa tunggu. Memang jika masa
tunggunya cukup panjang maka sisa waktu untuk melaksanakan OSK
nya akan semakin pendek yang tentunya akan memperkecil peluang
keberhasilan pelaksanaan OSK. Juga menarik adalah hubungan antara
harga OSK terhadap nilai M yang berkaitan dengan barrier psikologis,
yang ditampilkan pada Gambar 3. Semakin besar nilai M dan jika harga
sahamnya bisa melebihi barrier psikologis maka akan didapat payoff yang
besar jika OSK nya dieksekusi. Ini tentunya akan memperbesar harga
OSK nya. Tetapi semakin besar M tentunya semakin tidak mudah harga
sahamnya untuk melampaui barrier psikologisnya, sehingga tidak akan
diperoleh payoff yang semakin besar untuk harga M yang besar. Ini
tercermin dari Gambar 3 bahwa harga OSK tidak semakin naik dengan

bertambah besarnya nilai M.

Secara umum harga OSK akan membesar jika volatilitas saham dan
suku bunga bebas resiko nilainya membesar seperti terlihat pada Gambar

4 dan 5. Suatu keadaan yang juga dijumpai pada opsi call standar.

Selanjutnya semakin besar nilai laju karyawan ke luar dari
perusahaan (exit rate) maka akan semakin kecil pula kesempatan bahwa

OSK sempat dan bisa dilaksanakan. Situasi ini tercermin pada Gambar 6.

MODEL DENGAN BARIER PSIKOLOGIS TIDAK KONSTAN
Dari pengamatan secara empiris ditengarai bahwa pada awal waktu

setelah masa tunggu berakhir, umumnya karyawan melakukan eksekusi
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OSK nya pada harga saham yang cukup tinggi di atas harga strike price .
Tetapi semakin mendekati waktu jatuh tempo eksekusi OSK dilakukan
pada harga saham yang tidak harus terlalu jauh dari strike price. Dikaitkan
dengan model Hull-White situasi ini memberikan gagasan untuk
memodifikasi model Hull-White dengan membagi selang waktu antara
setelah masa tunggu berakhir hingga waktu jatuh tempo ke dalam
beberapa sub-selang. Pada masing-masing sub-selang tersebut diberikan
barrier psikologis konstan yang berbeda, semakin rendah harganya
mendekati waktu jatuh tempo. Situasi ini dieksplorasi lebih jauh dalam
artikel oleh Chendra dan Sidarto (2019) dengan menggunakan metode

bino-trinomial yang mampu menangani masalah multiple barrier option.
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