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PRAKATA

Segala puji syukur kami panjatkan ke hadirat Allah Swt., bahwasanya atas

berkat rahmat dan karunia-Nya kami dapat menyelesaikan naskah orasi
ilmiah dengan judul: Posisi Aljabar sebagai Pondasi Penerapan Ilmu
Pengetahuan dan Teknologi.

Naskah orasi ilmiah ini berisi perjalanan kami dalam bersenang-senang
dengan Representasi Aljabar, baik Aljabar untuk Matematika itu sendiri,
maupun Aljabar sebagai dasar untuk bidang lain seperti Teknik Elektro,
Informatika, Rekayasa Pertambangan, Hidrogeologi, dan bidang-bidang yang
sedang populer saat ini seperti Kecerdasan Buatan (Artificial Intelligence) dan
Sains Data.

Kami mengucapkan terima kasih sebesar-besarnya kepada pimpinan dan
anggota Forum Guru Besar Institut Teknologi Bandung yang telah memberi
kesempatan untuk menyampaikan orasi ilmiah dan menyebarluaskan hasil studi
ini. Terima kasih sebesar-besarnya untuk Rektor Institut Teknologi Bandung
beserta jajarannya, Dekanat Fakultas Matematika dan Ilmu Pengetahuan Institut
Teknologi Bandung (FMIPA ITB), guru-guru kami sejak TK sampai Pasca-Doktor,
para dosen di KK Aljabar serta di Komunitas Matematika ITB, para kolega peneliti
di berbagai universitas di dalam dan luar negeri, mahasiswa S1, S2, dan S3 yang
banyak membantu dan mendukung kami.

Terima kasih atas dukungan dan doa tulus orang tua, almarhum
Ayahanda, dan juga Ibunda, dan juga kedua mertua, yang tidak putus-
putusnya mendoakan kami. Terima kasih sebesar-besarnya bagi suami
tercinta Dr. Andry Alamsyah, serta putri-putri kami Sandra Samara Alamsyah
dan Marita Almira Sarah Alamsyah atas segala dukungan dan doa hingga
pencapaian gelar tertinggi ini.

Semoga tulisan ini bermanfaat bagi peminat Aljabar, masyarakat
penggunanya dan juga bagi pengembangan ilmu pengetahuan dan teknologi.

Bandung, 16 September 2023

Prof. Dr. Muchtadi Intan Detiena, S.Si., M.Si.
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Tulisan ini menggambarkan perjalanan penulis dalam melakukan penelitian
di bidang Aljabar selama 20 tahun terakhir. Tulisan ini didasari berbagai
penelitian Aljabar yang dilakukan penulis bersama rekan-rekan dosen dan
mahasiswa Kelompok Keahlian Aljabar FMIPA ITB, STEIITB, FTTM ITB, FITB
ITB, dan kolaborator dari universitas-universitas lain baik dalam negeri
maupun luar negeri. Tulisan ini terbagi dalam empat bagian besar. Dimulai
dengan Bab Pendahuluan yang membahas berbagai peranan Teori
Representasi Aljabar dalam berbagai bidang. Kemudian dilanjutkan dengan
bab kedua mengenai Teori Representasi Aljabar, yang membahas penelitian-
penelitian Representasi Aljabar yang digunakan untuk mengklasifikasi
aljabar; juga membahas visualisasi dari aljabar, modul dan struktur aljabar
lainnya menggunakan kuiver dan graf. Selanjutnya bab ketiga membahas
mengenai berbagai penggunaan representasi aljabar dalam bidang
Kriptografi, Teori Koding, pemodelan menggunakan metode kuadrat terkecil
3D dan pemodelan dinamika robot, serta penggunaan wavelet. Pada bab
keempat dibahas penggunaan representasi kuiver dalam ilmu-ilmu terkini
seperti kecerdasan buatan (artificial intelligence) dan sains data (data science).
Terakhir Bab Penutup menutup keseluruhan tulisan ini dengan
menyimpulkan penggunaan representasi aljabar tidak hanya untuk bidang
Aljabar sendiri, melainkan juga sebagai pondasi ilmu pengetahuan dan
teknologi.
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No discovery of mine has made, or is likely to make, directly or indirectly, for
good or ill, the least difference to the amenity of the world. [...] (but) I have
added something to knowledge, and helped others to add more; and that these
somethings have a value which differs in degree only, and not in kind, from
that of the creations of the great mathematicians, or of any of the other artists,
great or small, who have left some kind of memorial behind them.

from A Mathematician Apology by G. H. Hardy
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1. PENDAHULUAN

Teori Representasi Aljabar adalah cabang matematika yang berfokus pada
cara-cara menggambarkan struktur aljabar dan menyelidiki sifat-sifat yang
terkait. Aljabar sendiri adalah bagian dari Matematika yang mempelajari
struktur dan relasi antara objek matematika melalui simbol dan operasi.
Representasi aljabar mencakup berbagai cara untuk menggambarkan objek
matematika secara konkret maupun abstrak, dan menjadi pondasi bagi
banyak aplikasi di dunia nyata.

Dalam ilmu pengetahuan dan teknologi, Teori Representasi Aljabar telah
membawa dampak besar dalam beberapa bidang utama berikut.

1. Matematika dan Teori Komputasi: Teori Representasi Aljabar memiliki
peran penting dalam pengembangan algoritma dan perangkat lunak;
struktur aljabar seperti grup, gelanggang, dan lapangan, digunakan untuk
memodelkan data dan operasi pada data tersebut. Representasi aljabar
memungkinkan manipulasi simbol matematika secara otomatis, yang
membantu penyelesaian masalah kompleks dalam matematika murni dan
terapan.

2. Teori Graf: Dalam Teori Graf, representasi aljabar berperan dalam
mewakili struktur data kompleks dalam bentuk matriks dan vektor.
Representasi ini memungkinkan analisis lebih lanjut tentang sifat graf
seperti hubungan antara titik dan sisi, lintasan terpendek, dan analisis
jaringan kompleks.

3. Kriptografi: Dalam bidang Kriptografi, aljabar abstrak membantu
mengembangkan algoritma kriptografi yang kuat dan aman, seperti
algoritma enkripsi RSA dan kurva eliptik dalam kriptografi kurva eliptik.
Penerapan teori representasi aljabar dalam kriptografi memungkinkan
keamanan data dan pesan yang dikirimkan melalui jaringan.

4. Kimia: Teori Representasi Aljabar juga digunakan dalam Kimia untuk
menggambarkan  simetri molekul, mengidentifikasi sifat-sifat
spektroskopi molekul dan meramalkan interaksi kimia.

5. Sains Data: Dalam sains data (data science), Teori Representasi Aljabar
sangat penting untuk memodelkan data dalam bentuk matematika.
Representasi aljabar memungkinkan analisis big data dan pemrosesan
data yang efisien, termasuk penggunaan metode aljabar linier dan metode
statistika.
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6. Robotika dan Kecerdasan Buatan (Artificial Intelligence): Dalam
pengembangan robotika dan kecerdasan buatan, representasi aljabar
membantu dalam memodelkan kinematika dan dinamika robot, serta
perumusan dan analisis algoritma kecerdasan buatan seperti jaringan
saraf tiruan (neural network).

Dengan terus berkembangnya teknologi, Teori Representasi Aljabar terus
menjadi landasan penting dalam berbagai aspek ilmu pengetahuan dan
teknologi. Penerapan representasi aljabar memungkinkan pengembangan
solusi yang lebih canggih dan kompleks, serta membantu memahami dan
menjelaskan fenomena alamiah secara lebih rinci dan akurat.

Sesuai dengan judul orasi ilmiah ini, akan dipaparkan posisi representasi
aljabar yang digunakan untuk mengklasifikasi aljabar itu sendiri, yaitu
dengan adanya klasifikasi berdasarkan kategori bentukan bersama
invariansinya; dan juga menggunakan kuiver (graf berarah) sebagai
visualisasi dari aljabar dan modul. Lalu dipaparkan beberapa graf dan sifat-
sifatnya yang dibentuk dari struktur aljabar seperti grup dan gelanggang, yang
dapat memperkaya Teori Graf. Kemudian dipaparkan mengenai penerapan
aljabar dalam bidang Kriptografi, Teori Koding, pemodelan menggunakan
metode kuadrat terkecil 3D dan pemodelan dinamika robot, serta penggunaan
wavelet.

Seiring dengan berkembangnya ilmu pengetahuan dan teknologi di mana
saat ini merupakan era kecerdasan buatan dan big data, dipaparkan juga
penerapan representasi kuiver dalam jaringan syaraf tiruan (artificial neural
network) dan analisis data topologi (topological data analysis) sebagai penelitian
yang masih terus berlangsung.
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2. REPRESENTASIALJABAR

Untuk memahami berbagai struktur dalam Aljabar, struktur-struktur tersebut
dikategorikan berdasarkan sifat-sifat yang serupa. Objek-objek dalam satu
kategori memiliki sifat-sifat yang sama/ serupa. Dengan demikian tidak perlu
semua objek dipelajari tetapi cukup representasinya saja.

Dalam Aljabar, objek yang dikaji adalah himpunan atau koleksi himpunan
yang dilengkapi dengan suatu pemetaan yang mempertahankan struktur.
Klasifikasi biasanya dilakukan berdasarkan isomorfisma. Jika terdapat
isomorfisma antara dua objek, maka dua objek tersebut akan memiliki sifat-
sifat yang sama. Dengan demikian pengkajian struktur-struktur aljabar
tersebut dapat dilakukan melalui pengkajian kelas isomorfisma dari objek-
objek. Pendekatan seperti ini sudah umum dilakukan dalam Teori Kategori.

2.1 TeoriRepresentasiAljabar

Teori Representasi adalah studi tentang realisasi konkret dari aljabar abstrak
aksiomatik. Studi ini diawali dengan kajian mengenai grup permutasi dan
aljabar matriks.

Teori Representasi Aljabar berdimensi hingga dimulai pada tahun 1970-
an, ketika kuiver (graf berarah) menjadi populer dan metode-metode dari
aljabar homologi memberikan konsep-konsep baru. Teori Representasi
Aljabar berdasar kepada deskripsi Hamilton mengenai bilangan kompleks
sebagai pasangan dua bilangan real. Pada tahun 1930-an, Emmy Noether
memperkenalkan pendekatan modern pada teori ini dengan
menginterpretasikan representasi sebagai modul (Van der Waerden, 1985).
Hal ini memberikan suatu teknik dalam mempelajari aljabar semi sederhana,
juga penggunaan Aljabar Homologi dan Teori Kategori dalam Teori
Representasi. Dengan penggunaan tersebut, Teori Representasi menjadi teori
yang berkembang pesat selama 40 tahun terakhir.

Dalam Teori Representasi, kategori modul dari suatu aljabar, dan
Kklasifikasi aljabar diklasifikasi berdasarkan ekuivalensi kategori modul yang
merupakan keserupaan yang lebih lemah daripada isomorfisma. Pada awal
tahun 1960-an Grothendieck dan Verdier (Deligne, 1977; Verdier, 1996)
memperkenalkan kategori bentukan (derived category) dan lebih umum
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kategori tersegitigakan (triangulated category) sebagai suatu alat dalam
Geometri Aljabar untuk memformulasikan dan membuktikan perluasan
Teorema Dualitas Serre. Lebih dari dua puluh tahun kemudian, kategori
bentukan digunakan dalam Teori Representasi. Awal penggunaannya adalah
interpretasi Happel untuk Teori Pengalih (Tilting Theory) (Happel, 1988) yang
merupakan generalisasi ekuivalensi Morita dalam bentuk ekuivalensi
bentukan.

Sejak tahun 1990-an, keserupaan lain yang menggunakan kategori
bentukan dianggap lebih cocok untuk Kklasifikasi aljabar, dan ekuivalensi
Morita dipandang terlalu kuat. Pada tahun 1989, Rickard dan Keller (Rickard,
1991; Keller, 1993) memberikan syarat perlu dan cukup untuk keberadaan
ekuivalensi bentukan antara dua gelanggang, sebagai perumuman dari
ekuivalensi Morita.

Teorema 2.1 (Rickard, 1991; Keller, 1993) Diberikan dua gelanggang A dan
B, kategori bentukan DP(A) dan D(B) dari A dan B, ekuivalen sebagai kategori
tersegitigakan jika dan hanya jika terdapat sebuah objek T di DP(A),
dinamakan kompleks pengalih (tilting complex), yang memenuhi sifat similar
dengan progenerator, sedemikian sehingga B isomorfik dengan gelanggang
endomorfisma dari T di D(A).

Bagan keterkaitan ekuivalensi Morita dan ekuivalensi bentukan dapat
dilihat pada Gambar 2.1.

Ekuivalensi Ekuivalensi
Morita Bentukan

= A-Mod = B-Mod = DP(A) =~ D®(B)
3 progenerator P 3 kompleks

| di A-Mod || pengalih T di
sehingga End(P) = DP(A) sehingga
| B. ) End(T) = B.

Gambar 2.1 Bagan keterkaitan ekuivalensi Morita dan ekuivalensi bentukan.
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Dalam (Muchtadi-Alamsyah, 2005) telah dihasilkan metode untuk
menentukan gelanggang endomorfisma dari kompleks pengalih atas suatu
aljabar A, sehingga dapat ditentukan aljabar B yang ekuivalen bentukan
dengan aljabar A tersebut. Metode penentuan gelanggang endomorfisma dari
kompleks pengalih telah dimanfaatkan dalam (Abe, 2017) untuk menjawab
pertanyaan apakah suatu pasangan modul tilting dan cotilting dapat
menentukan kompleks pengalih.

2.1.1  Kuiver (Graf Berarah)

Ide untuk merepresentasikan objek matematika yang abstrak menjadi objek
yang lebih sederhana sangatlah berguna, misalnya dalam pengklasifikasian.
Suatu aljabar dapat direpresentasikan dalam bentuk kuiver (graf berarah) dan
sebaliknya suatu aljabar lintasan (path algebra) dapat diperoleh dari graf
berarah (Assem dkk., 2006).

Keuntungan pengkajian aljabar lintasan adalah kemudahan untuk
memvisualisasi, yang sangat berguna untuk kajian representasi aljabar,
karena sifat-sifat aljabar lintasan, seperti dimensi dan kesederhanaan, dapat
”dibaca” melalui sifat-sifat grafnya.

Suatu kuiver Q= (Qo, Qi, s, t: Q1—> Qo) diberikan oleh himpunan titik Qo ,
misalnya {1, 2, ..., n}, dan himpunan busur Q.. Suatu busur a bermula di titik
s(a) dan berujung di t(a). Suatu lintasan non-trivial di Q adalah barisan busur-
busur a;... am (m > 1) yang memenuhi s(a;) =t(a1) untuk 1 <i<m (lihat Gambar
2.2).

251 o2 Om
o o 0..0 o

Gambar 2.2 Lintasan non-trivial

Lintasan ini berawal di s(a;) dan berujung di t(am). Untuk setiap titik i,
lintasan trivial yang bermula dan berujung di i dinotasikan dengan e; .
2.1.2 AljabarLintasan

Misalkan K suatu lapangan yang tertutup secara aljabar (misalkan saja
lapangan bilangan kompleks). Aljabar lintasan KQ adalah aljabar atas K,
dengan basis lintasan-lintasan di Q, dan perkalian antara dua lintasan x dan

Prof. Muchtadi Intan Detiena |5



y, xy, diberikan oleh komposisi lintasan x dan y jika t(y) = s(x), dan 0 jika
lainnya. Perkalian ini bersifat asosiatif.

Misalkan Q suatu kuiver. Suatu representasi M = (M,,¢.) dari Q diberikan
oleh K-ruang vektor M, untuk setiap titika di Q, dan pemetaan linier @q:
M. — M, untuk setiap busur a: a - b di Q..

Misalkan M dan M’ dua representasi dari Q. Suatu morfisma f: M— M’ adalah
barisan f = (f.) sedemikian sehingga diagram pada Gambar 2.3 komutatif:

M, 2= M,
| fa | fo
M, % M

Gambar 2.3 Diagram komutatif morfisma representasi.

Sebagai contoh, kuiver Kronecker pada Gambar 2.4 memiliki representasi
M dan M’ yang diberikan pada Gambar 2.5, dan morfisma representasinya
diberikan pada Gambar 2.6.

fa

1 2
J3

Gambar 2.4 Kuiver Kronecker.

{\ 0 ,} { 0 1 )
— K|, M = | K*® — K*

—_— —

() (1)

Gambar 2.5 Representasi M dan M’ sebagai representasi dari kuiver Kronecker.

K= - K

Gambar 2.6 Morfisma representasi M ke representasi M’.

6 | Forum Guru Besar Institut Teknologi Bandung



Kategori representasi kuiver Repx(Q) didefinisikan dengan objeknya
adalah representasi kuiver, dan morfismanya adalah morfisma representasi
kuiver. Kategori Repk(Q) ekuivalen dengan kategori modul atas KQ, sehingga
Repx(Q) memberikan representasi (visual) dari kategori modul atas KQ.

Aljabar Nakayama self-injective N,m adalah aljabar lintasan atas lapangan K
dari kuiver siklus pada Gambar 2.7, modulo ideal yang dibangun oleh
komposisi n+1 busur-busur berurutan. Sebagai contoh, aljabar N,; memiliki
basis lintasan-lintasan (1), (2), (3), (12), (13), (23), (21), (31), (32), dengan (i j)
melambangkan lintasan yang dimulai di i dan berakhir di titik j dan (i)
melambangkan lintasan trivial.

e .
AN "

m —

Gambar 2.7 Kuiver siklus.

Aljabar Nakayama tipe A, adalah aljabar lintasan dari kuiver garis pada
Gambar 2.8.

a1 az An-1

1 2 °0..0 n

Gambar 2.8 Kuiver garis.

Muchtadi-Alamsyah (2008) menggunakan dua aljabar eksplisit dan
memberikan kompleks pengalih eksplisit yang memberikan ekuivalensi
antara dua aljabar tersebut. Aljabar pertama adalah aljabar Nakayama simetri
Ninn yang didefinisikan oleh kuiver, dan aljabar kedua adalah aljabar pohon
Brauer (Brauer tree algebra) yang berkaitan dengan garis tanpa titik
eksepsional.

Teorema 2.2 Misalkan B aljabar Nakayama N,, atas K and A aljabar pohon
Brauer yang berkaitan dengan garis tanpa titik eksepsional. Jika T adalah
jumlah langsung rantai A-modul projektif

T:.0 > P, —>Pr1— - > P —>Pi—0, i=1,2,...,n, (2.1)
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maka Endpya) (T) ~B. Dengan demikian terdapat ekuivalensi bentukan antara
aljabar Nakayama N,, dan aljabar pohon Brauer yang berkaitan dengan garis
tanpa titik eksepsional.

Bukti: Berdasarkan (Koenig dan Zimmermann, 1998), order Green yang
berkaitan dengan aljabar A adalah R-order A berikut:

R R —R R\ R R\ (R R R R
R/(,"T Ra/{ﬁ R} fﬂ R T R}f"’f R'}’R
‘ (2.2)

dengan R adalah himpunan bilangan n+1-adic Z,.;, dan = = Rad(R) = < n+1 >.
Lebih tepatnya,

do.| @ bi)| (a2 b2] [an1 bn an
A= leo di)’\ez d2)’ “\en dn1) ) (2.3)
ai,bi,ci,die R,n+1|(di—ai+1),n+1]ci

Definisikan kompleks T adalah sebagai jumlah langsung T, ® T, ® ... ® T,
dengan Ty, T, ..., Ty sebagai berikut:

Tt : 0 » Pn » Pr-1 » .+ » P2 > P - 0

® @ @ ® ® @

T2 : 0 » Pn > Pr-1 » -+ > P2 > 0O

® @ (2.4)
® @

T» : 0 > Pn —»> O

Berdasarkan Lema 5.12 dalam (Koenig dan Zimmermann, 1998), T adalah
kompleks pengalih. Homologi ke-n dari Ti adalah sama untuk setiap i, dan
homologi di tengah adalah 0 untuk setiap 1 <i<n-2.

Gelanggang endomorfisma dari T, Endpy) (T) adalah

Hom(T1,T1) Hom(T1,T2) ... Hom(T1,Tn)
Hom(T2,T1) Hom(T2,T2) --- Hom(T2,Tn) 2.5)

Hom(Tn,T1) Hom(Tn,T?2) Hom(Tn,Tn)
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dengan semua homomorfisma merupakan homomorfisma dalam kategori
bentukan.

Berdasarkan Teorema 2.1 dalam (Muchtadi-Alamsyah, 2005),
Hom(H,T;,H,T;) =R jikai <j
Hom(T;,Tj) = Hom(P,, H,T;) = © jikai>j (2.6)
pullback dari (H, Ty, H,T;) dan (H;T;, H;T;) jikai=]j
dengan R-R = {(a,b) e RxR: a-b e ni}. Sehingga Endpyx) (T) adalah

R

\
R R
R (2.7)
T

/;U;U;U;U

R

dan ini merupakan order Green yang berkaitan dengan aljabar Nakayama B.
QED.

Dalam (Muchtadi-Alamsyah, 2008) telah dikaji grup ekuivalensi bentukan
dari aljabar Nakayama self-injective Ny,, yaitu grup yang berisikan semua
pemetaan yang menyebabkan ekuivalensi bentukan pada aljabar Nu, dan
diperoleh bahwa dalam grup tersebut terdapat subgrup yang menyerupai
braid group. Grup ekuivalensi bentukan ini telah dikembangkan lebih lanjut
dalam (Zvonareva, 2015; Zvonareva, 2015a; Volkov dan Zvonareva, 2017), dan
ternyata berkaitan dengan konsep mutasi silting complex (Eisele, 2022).

Berdasarkan Akibat 4.10 dalam (Muchtadi-Alamsyah, 2008), terdapat
representasi dari braid group Artin dan representasi dari braid group B(K,) dan
juga kategorifikasi dari homomorfisma braid group. Lebih lanjut, dengan hasil
ini diperoleh bahwa aksi braid group afin pada kategori bentukan dari aljabar
bintang Brauer tanpa titik eksepsional dalam (Schaps dan Zakay-Illouz, 2002)
merupakan aksi yang faithful (Teorema 5.2 dalam (Muchtadi-Alamsyah, 2008))
Pada Gambar 2.9 diberikan bagan grup ekuivalensi bentukan dan
penggunaannya dalam representasi grup.
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Isomorphism of Categorification
derived Picard of braid
groups homomorphism

Derived
equivalence

Faithfulness of Representation
braid group theory of braid
action groups

Gambar 2.9 Bagan grup ekuivalensi bentukan dan penggunaannya dalam teori representasi braid
group.

Selanjutnya, dengan menggunakan kuiver sebagai alat untuk
visualisasinya, Santika dan Muchtadi-Alamsyah (2012) menyelidiki sifat
invariansi dari ekuivalensi bentukan untuk suatu subruang p-regular, dan
dalam (Darmajid dan Muchtadi-Alamsyah, 2012; Darmajid dan Muchtadi-
Alamsyah, 2013) telah diperoleh sifat-sifat geometri dari kategori bentukan.

Lebih lanjut dalam (Faisal dan Muchtadi-Alamsyah, 2013; Faisal dan
Muchtadi-Alamsyah, 2016) telah diperoleh karakterisasi aljabar Nakayama
self-injective dan tipe A, berdasarkan kategori orbit dari kategori bentukan,
sebagai berikut:

Misalkan Mm@y adalah m(n+1)+2-gon regular, m,n di N, dengan titik
ujungnya dinomori searah jarum jam dari 1 sampai m(n+1)+2. Suatu diagonal
D di ITnmy2, dilambangkan sebagai pasangan (i,j). Jelas bahwa diagonal (i,])
sama dengan diagonal (j,i). Diagonal D dari ITm+1)+ disebut m-diagonal jika D
membagi ITnn+)2 menjadi dua bagian (mj+2)-gon dan (m(n-j)+2)-gon dengan

i=12,..[3.

Proposisi 2.3 (Faisal dan Muchtadi-Alamsyah, 2016) Misalkan Cx,™ adalah
kategori orbit D°(KA,)/F dengan F., = t~![m] dengan t adalah AR-translasi,
dan m > n-2. Misalkan D; = (1,m+2), D, = (1, nm+2) dan untuk i = 3,...,n,

D; = ((n-(i-2))m-(i-4), (n-(i-3))m-(i-5)), (2.8)

maka
1) Dy, D, ..., D, adalah m-diagonal di [Tmme1)2
2) D=D;®D,® ... ® D, adalah objek pengalih m-cluster

10| Forum Guru Besar Institut Teknologi Bandung



3) m-cluster tilted algebra End(T) isomorfik aljabar Nakayama KQ/I dengan Q
berbentuk

a) kuiver siklik dengan n titik jika m = n-2
b) kuiver garis jika m > n-2

dan I adalah ideal yang dibangun oleh lintasan dengan panjang dua.

Sebagai contoh: misalkan m =5 dan n =7 maka m(n+1)+2 = 5(7+1)+2 = 42.
Pandang 42-gon I, dan misalkan D, = (1, 7), D, =(1,37), Ds = (31, 37), D, = (25,
31), Ds = (25,19), Ds = (13,19) dan D; = (7,13) then D= D:® D, @ ... ® Ds
merupakan objek pengalih 5-cluster tilting object. Gambar I1s, bersama tujuh
m-diagonalnya diberikan dalam Gambar 2.10.

- LI
. = L
e R

Gambar 2.10 42-gon I142 bersama tujuh m-diagonalnya

2.1.3  Aljabar Lintasan Leavitt

Penelitian 15 tahun terakhir dalam bidang teori representasi adalah kajian
mengenai Aljabar Lintasan Leavitt yang merupakan "versi Aljabar” dari Cuntz-
Krieger graph C*-algebra, suatu kelas aljabar yang secara intensif dipelajari di
bidang analisis selama lebih dari dua dekade. Untuk aljabar lintasan Leavitt,
beberapa sifat telah dikaji melalui sifat grafnya seperti sifat sederhana
(Simplicity Theorem) (Abrams dan Pino, 2005), sifat-sifat terkait modul untuk
aljabar lintasan Leavitt (Ara dkk., 2007), ideal dari aljabar lintasan Leavitt
(Abrams, 2015), ideal prima dan semiprima mendasar (Wardati dkk., 2014).

Di lain pihak kajian submodul prima telah dilakukan dalam (Wardhana
dkk., 2016; Saleh dkk., 2016), sehingga memotivasi untuk kajian modul prima
atas aljabar lintasan dan aljabar lintasan Leavitt. Dalam (Muchtadi dkk., 2018)
telah dikaji karakterisasi dan visualisasi modul tak terdekomposisi atas aljabar
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lintasan tipe A,, D., Es, E; Es, yang selanjutnya digunakan untuk
mengklasifikasi modul prima dan modul herediter atas aljabar lintasan dan
aljabar lintasan Leavitt (Risnawita dkk., 2021; Kariman dkk., 2019). Beberapa
hasilnya adalah sebagai berikut:

Teorema 2.4 (Risnawita dkk., 2021) Jika K lapangan dan A aljabar atas K
berdimensi hingga, maka setiap A-modul prima berbentuk S" untuk suatu
bilangan asli n dan suatu A-modul sederhana S.

Teorema 2.5 (Risnawita dkk., 2021) Jika Q suatu kuiver yang bukan berupa
titik saja atau loop saja, maka terdapat modul sederhana atas aljabar lintasan
Leavitt yang completely prime jika dan hanya jika Q adalah kuiver garis tak
hingga dalam Gambar 2.11.

o o2 %]
o o o 0.,...0

Gambar 2.11 Kuiver garis tak hingga.

Teorema 2.6 (Kariman dkk., 2019) Semua modul projektif atas aljabar lintasan
Leavitt dari kuiver garis tak hingga adalah herediter.

Dari hasil-hasil ini dapat disimpulkan bahwa pengklasifikasian modul dapat
dilakukan dengan mengidentifikasi bentuk kuivernya.

2.1.4 Rantai Kompleks

Rantai kompleks merupakan objek dalam kategori kompleks, kategori
homotopi dan kategori bentukan. Pada tahun 2002, Davvaz dan Shabani-Solt
memperkenalkan pengertian kompleks-U dan homologi-U untuk
memperumum konsep-konsep tertentu dalam aljabar homologi (Davvaz dan
Shabani-Solt, 2022). Terinspirasi oleh hal ini, Mahatma dan Muchtadi-
Alamsyah (2017) memperkenalkan gagasan resolusi projektif-U dan ekstensi-
U. Ditemukan juga bahwa barisan eksak pendek modul atas aljabar herediter
selalu dapat diperluas menjadi barisan eksak panjang homologi-U yang terdiri
dari modul ekstensi-U.

Penelitian lebih lanjut adalah kajian resolusi projektif-U dari aljabar
lintasan dari kuiver tipe A, (Baur dkk., 2019) dan representasi geometrisnya
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berdasarkan (Baur dan Torkildsen, 2020). Pada Gambar 2.12 diberikan kuiver
Auslander-Reiten dari kuiver tipe A, dengan modul-modulnya dituliskan
sebagai pasangan (i,j).

(I,n+2)
El
>
b
~.'-‘, |:;"1‘-‘i Qp
S P
o\"c / 6’0
A , - . @},
& (15) &
« o “« X
/ o ¥
/ a4 A / L)
(1,4) (2,5) (n=1n+2)
~ o ] N o
4 ., .\ 4 4
(1.3) (2.4) (3.5) (n=Ln+l) (n,n+2)
The Simples

Gambar 2.12 Kuiver Auslander-Reiten untuk aljabar KQ dengan Q kuiver tipe An (Baur dkk., 2019)

Teorema 2.7 (Baur dkk., 2019) Resolusi projektif-(i,m) dari modul (i,j)
diberikan oleh barisan berikut:

0 —- (L,i+1) =- (I,m) - (1,m) —= (1,7) —= (3 —= 0
T t t
(1,i+1) (1,m) (i, m) (2.8)

Ditinjau di kuiver Auslander-Reiten, resolusi projektif-U dari M=(i j) dapat
dilihat pada Gambar 2.13.

16

Gambar 2.13 Resolusi projektif-U dari M = (i j) ditinjau di kuiver Auslander-Reiten (Baur dkk., 2019).
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Teorema 2.7 digunakan dalam (Kariman dkk., 2021) untuk
mengkonstruksi resolusi projektif-U dari modul sederhana atas aljabar
lintasan Leavitt. Dengan memvisualisasikan sebagai kuiver, pengkajian
modul dan resolusi projektif menjadi lebih mudah.

Terkait kategori kompleks-U, Elviyanti dkk. (2016) membuktikan sifat
abelian dari kategori kompleks-U dan kemudian Elviyanti dkk. (2020)
memperlemahnya menjadi kategori kompleks-U lemah, supaya dapat
dilanjutkan untuk membentuk kategori bentukan. Kemudian Hafezi dan
Muchtadi-Alamsyah (2021) menggunakan pendekatan lain dengan mengkaji
struktur eksak untuk kategori monomorfisme.

Melanjutkan kajian mengenai kompleks pengalih, Muchtadi-Alamsyah
dan Palu (2021) mengkaji mengenai keterkaitan antara modul t-tilting dan
silting complex dengan panjang n. Modul t-tilting dan silting complex masing-

masing merupakan perumuman dari modul pengalih dan kompleks pengalih.

2.2 Graf dari Struktur Aljabar

Penentuan sifat grup hingga melalui graf menjadi topik yang menarik dalam
beberapa tahun terakhir ini. Terdapat banyak cara mengaitkan graf dengan
grup hingga, seperti misalnya, graf Engel dan graf noncommuting (Abdollahi,
2007; Abdollahi dkk., 2006; Abdollahi dan Mohammadi Hassanabadi 2007).
Paul Erdos adalah yang pertama kali mengkaji graf noncommuting, dan untuk
keterkaitan antara graf dan grup, Abdollahi dkk. (2006) mengkaji bagaimana
sifat teoritis graf I'c memengaruhi sifat teoritis grup G.

Perumuman dari graf noncommuting telah dipelajari dalam (Barati, 2014
Nasiri dkk., 2016; Nasiri dkk., 2017; Tolue dan Erfanian 2013; Tolue dkk., 2014).
Dalam (Nasiri dkk., 2020) dikaji mengenai graf g-noncommuting relatif I'yuc
yang berkaitan dengan suatu elemen g di grup G dan suatu subgrup H dari G.
Himpunan titik-titiknya adalah G, dan dua titik x dan y bertetangga jika
komutator [x,y] tidak sama dengan g dan g*, dengan x atau y berada di H. Pada
Gambar 2.14 diberikan contoh graf I';u s, dengan G grup simetri S;, dan H =
{e,(12,3),(132)}.
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(12)

e o (13)
(23)
Gambar 2.14 Graf I'gn,6, dengan G grup simetri Sz, g = (1 2 3), dan H ={e, (1 2 3), (1 3, 2)} (Nasiri dkk.,

2020).

Misalkan I' adalah suatu graf. Derajat dari suatu titik v di I', deg(v) adalah
banyaknya sisi dari I yang berinsiden dengan v. Jika S suatu himpunan
hingga, notasikan |S| sebagai jumlah elemen dalam himpunan S. Lema berikut
memberikan derajat dari titik-titik di graf g uc.

Lema 2.8 (Nasiri dkk., 2020) Misalkan G suatu grup dan H subgrup dari G.
1) Misalkan x di G-H, dan Cu(x) = {ye H: xy = yx}. Pandang x sebagai titik di
graf ['gu,c.

a) Jika g® bukan e, maka deg(x) = |H|- s|Cu(x)| dengan s =1 jika x konjugat
ke xg atau xg' di H, tapi tidak keduanya, dan s = 2 jika x konjugat ke xg
dan xg* di H.

b) Jika g’ = e, maka deg(x) = |H|- |Cu(x)| jika xg konjugat ke x di H. Untuk
g = e berlaku deg(x) = [H|- |Cu(x)|-

c) Jika xg dan xg* tidak konjugat ke x di H, maka deg(x) = |H].

2) Misalkan x di H.

a) Jika g®bukan e, maka deg(x) =|G|- s|Cs(x)|-1 dengan s =1 jika x konjugat
ke xg atau xg?, tapi tidak keduanya, dan s = 2 jika x konjugat ke xg dan
xg'.

b) Jika g” = e, maka deg(x) = |G|- |Cs(x)|-1 jika xg konjugat ke x. Untuk g=
e berlaku deg(x) = |G|- |Cg(x)|.

c) Jika xg dan xg™* tidak konjugat ke x, maka deg(x) = |G|-1.

Dalam hal graf yang terkait dengan gelanggang, salah satu topik yang
diteliti adalah graf Jacobson. Pada awalnya Azimi, Erfanian, dan Farrokhi
(2013) memperkenalkan definisi awal dari graf Jacobson dan memberikan
sifat diameter, sabuk, bilangan dominasi, bilangan independen, dan bilangan
kromatik sisi. Misalkan R gelanggang komutatif dengan radikal Jacobson J(R)
(yaitu, irisan semua ideal maksimal di R). Graf Jacobson dari R, J3g, adalah graf
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dengan himpunan titiknya adalah R-J(R), dan x dan y tak nol bertetangga jika
dan hanya jika 1-xy bukan unit.

Aditya dan Muchtadi-Alamsyah (2021) membahas mengenai graf Jacobson
atas Z,yaitu sifat-sifat konektivitas, diameter, banyaknya tetangga, planaritas
dan graf Hamilton. Gambar 2.15 dan Gambar 2.16, masing-masing
memperlihatkan suatu graf Jacobson dari Zs , 376 dan Zs, Jzs.

O—0O—-C

Gambar 2.15 Graf Jacobson dari Zs , 3z6 (Aditya dan Muchtadi-Alamsyah, 2021).

Teorema 2.9 (Aditya dan Muchtadi-Alamsyah, 2021)

1) Untuk k bilangan asli, 3 Z,k adalah graf lengkap K,k-1.

2) Untuk p bilangan prima ganjil, 3z, bersifat bipartit.

3) Untuk p prima ganjil dan k bilangan asli, bentuk dari 3 Z adalah 2

komponen disjoin K k-1 dan (p-3)/2 komponen disjoin K k-1 -1

Gambar 2.16 Graf Jacobson dari Z;s , 3725 (Aditya dan Muchtadi-Alamsyah, 2021)

Diameter dari suatu graf adalah jarak terbesar antar dua titik dalam graf
tersebut.

Teorema 2.9 (Aditya dan Muchtadi-Alamsyah, 2021)

1) Graf Jacobson atas gelanggang bilangan bulat modulo n berdiameter satu
jika dan hanya jika n = 2X untuk k > 2.

2) Tidak ada n yang memenuhi sehingga diameter 3, adalah 2.
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3) Graf Jacobson atas gelanggang bilangan bulat modulo n berdiameter 3 jika
dan hanya jika n memiliki setidaknya dua faktor prima berbeda.

4) Graf Jacobson atas gelanggang Zn berdiameter tak hingga jika dan hanya
jika n = p* untuk p bilangan prima ganjil dan k > 1.

5) Graf Jacobson atas gelanggang bilangan bulat modulo n planar jika dan
hanya jikan=p, 4, 6, 8,9 dengan p bilangan prima.

Penelitian graf Jacobson mulai diperumum oleh Ghayour dkk. (2017)
dengan mendefinisikan graf Jacobson n-array dan membahas beberapa sifat
graf dari perumuman ini, berupa diameter, keterhubungan, keplanaran dan
sifat perfect.

Berdasarkan hal ini, telah dikembangkan graf Jacobson matriks yang
pada awalnya didefinisikan untuk lapangan hingga (Humaira dkk., 2020);
kemudian diperluas lebih lanjut dengan penelitian graf Jacobson matriks atas
gelanggang komutatif hingga (Humaira dkk., 2022). Sifat-sifat yang diperoleh
pada graf Jacobson matriks atas gelanggang berupa diameter, keplanaran,
dan perfectness. Sebagai contoh, graf Jacobson matriks 2x2 dari Z, , 32"

ditunjukkan pada Gambar 2.17.

(19
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Y
7
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/
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(61)e (i8)e ?9)e
Gambar 2.17 Graf Jacobson matriks 2x2 dari Z, , 322 (Humaira dkk., 2022).
Selanjutnya diselidiki juga graf Jacobson atas gelanggang non komutatif/
gelanggang matriks (Humaira, 2023), dan diperoleh sifat diameter dan

hubungan antara rank titik yang berupa matriks dengan derajat titik tersebut.
Sebagai contoh adalah graf Jacobson matriks 3wz pada Gambar 2.18.
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Teorema 2.10 (Humaira, 2023) Misalkan R gelanggang non lokal hingga, maka

1) diameter Sy < 3.

2) diameter 3wnm = 2 jika dan hanya jika R=R;® R, ® ... ® Ry, dimana
terdapati € {1, ..., k} sedemikian sehingga Ri/J(R;) = Z,.

3) diameter Jun® = 3 jika dan hanya jika |Ri/J(R)| = 3 untuk setiap
ief{l,..,k}.

109,

Gambar 2.18 Graf Jacobson matriks 3wmy(z2) (Humaira, 2023).

Proposisi berikut menjelaskan derajat setiap titik di graf Jacobson dari
gelanggang matriks atas gelanggang non-lokal.

Proposisi 2.11 (Humaira, 2023)

Misalkan R=R; ® R, @ ... ® Ry adalah gelanggang non lokal hingga. Untuk
setiap titik A € Svnm), A = A1 X A, X ... X Ay, dengan A; € My (R;). Tulis deg(Aj)
sebagai derajat A; di Sunmi), maka

k k
deg(®) = [ [IRi™* =] JORiI™ - degcan).
i=1 i=1
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3. APLIKASIALJABAR

3.1 Kriptografi

Kriptografi Kurva Eliptik pertama kali diperkenalkan oleh Neal Koblitz dan
Victor Miller (Koblitz, 1987; Miller, 1986). Mereka secara terpisah
memperkenalkan kurva eliptik untuk kriptografi kunci publik. Dibandingkan
dengan metode kriptografi lainnya, kriptografi kurva eliptik memiliki
beberapa keunggulan (Li dkk., 2001; Paryasto dkk., 2009): operasi aritmatika
yang bersifat spesifik dan tidak dapat diprediksi dan panjang kunci yang lebih
kecil untuk tingkat keamanan yang sama dibandingkan dengan metode lain.
Gambar 3.1 memperlihatkan operasi penjumlahan titik-titik pada kurva
eliptik.

Gambar 3.1 Operasi penjumlahan titik-titik pada kurva eliptik.

Operasi dalam kriptografi kurva eliptik berkaitan dengan suatu struktur
aljabar, yaitu struktur grup dari himpunan titik-titik di dalam kurva eliptik
digabung dengan titik tak hingga. Tingkat keamanan kriptografi kurva eliptik
bergantung pada Masalah Logaritma Diskrit Kurva Eliptik (ECDLP) (Rahardjo
dkk., 2015)

Penelitian yang telah dilakukan dalam kriptografi kurva eliptik adalah
pengembangan algoritma efisien untuk mempercepat operasi kurva pada
kriptografi kurva eliptik yang dapat meminimalkan sumber daya. Mengingat
operasi pada kurva eliptik dibangun oleh operasi pada lapangan hingga, telah
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dihasilkan algoritma dan implementasi konversi basis lapangan hingga, dari
basis polinomial ke basis normal dan sebaliknya (Paryasto dkk., 2010;
Muchtadi-Alamsyah dkk., 2012). Penggunaan basis normal ini dapat
mempercepat penghitungan untuk operasi kurva eliptik, mengingat
pengkuadratan dapat dilakukan cukup dengan menggeser bit.

Kemudian Paryasto dkk. (2012) meneliti kriptografi kurva eliptik berbasis
lapangan hingga komposit. Dalam segi komputasi, lapangan komposit lebih
efisien karena komputasinya dapat dilakukan dengan membagi dalam
sublapangan-sublapangan kecil yang paralel. Gambar 3.2 menunjukkan
perbandingan lapangan prima GF(299) dan lapangan komposit GF(2%)%.

Gambar 3.2 Gambaran perbandingan lapangan prima GF(299) dan lapangan komposit GF(213)23,

Lebih lanjut telah dihasilkan algoritma untuk konversi basis untuk
lapangan komposit (Muchtadi-Alamsyah dan Yuliawan, 2013).

Algoritma 3.1 Konversi basis polinom ke basis normal optimal tipe | dan sebaliknya (Muchtadi-Alamsyah
dan Yuliawan, 2013).

ALGORITHM PB-PONBI
Input: A = (ap, ai...., am-1). the representation in PB

Output: B = (by, by,...,b,—1), the corresponding representation in type | PONB

Input: B = (by, by, ...,bp—1), representation in type-| PONB

Output: A = (ap, a1, ..., am—1), the corresponding representation in PB

Procedure: A < RShift (B) — (bmn—1.bm—1....,bm-1)
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Algoritma 3.2 Algoritma konversi basis polinom ke basis normal optimal tipe Il (Muchtadi-Alamsyah dan
Yuliawan, 2013).

ALGORITHM PB-PONBII

Input: A = (ag, a;....,a,—1), the representation in PB

Output: B = (b, b1,...,bm—1), the corresponding representation in type Il PONB
Procedure:

B + (0,0,...,0)

W+ (1,1,....1)

for ¢ from 0 to m — 1 do

B+—B+a;xW

W + RShift(W) + LShift LL(W)

endfor

Salah satu keuntungan dari algoritma di atas adalah konversi dari lebih
dari satu elemen sekaligus dapat dilakukan secara lebih efisien. Hanya
diperlukan menghitung W sekali dan digunakan untuk setiap konversi. Untuk
melakukan sebanyak k konversi sekaligus: dari A;, A,, ..., A; dalam basis
polinomial ke By, By, ..., B; dalam basis normal optimal tipe 2, algoritmanya
diberikan sebagai Algoritma 3.3.

Algoritma 3.3 Algoritma konversi basis polinom ke basis normal optimal tipe Il secara simultan
(Muchtadi-Alamsyah dan Yuliawan, 2013).

B + (0,0,...,0)

W+ (1,1,...,1)

for i from0tom — 1 do

for j from 1 to k do

Bj + B + Aj[i] x W

endfor

W+ RShift(W) 4+ LShift LL(W)
endfor

Untuk konversi dari basis normal optimal tipe II ke basis polinomial,
pertama diberikan Algoritma Tali Sepatu (Shoelace), yang memberikan
representasi dari elemen yang dikalikan dengan invers dari generator.
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Algoritma 3.4. Algoritma Shoelace (Muchtadi-Alamsyah dan Yuliawan, 2013)

ALGORITHM SHOELACE
Input: V' = (v, v1, ..., Um—1), the representation in type-1l PONB
Output: X = (zg,21, ..., Tym—1), the representation of X = ¢! x V in the same basis, where G lis

the representation of the o !.

Procedure:

Ti + Up

i+ 3

while : < m do

Ti ¢ T;i 9+ Vi1
P—i4+2

endwhile
ifi=m—1do

T2 & Tm_1 + VUm_1
i4+—m—4

else

T 1 Tm_2+ Uy
ft4+—m—23

endif

while i = 0 do

T 4 Tit2 + Vigl
f4e—1i—2

endwhile

Algoritma 3.4 Algoritma konversi basis normal optimal tipe Il ke basis polinomial (Muchtadi-Alamsyah
dan Yuliawan, 2013).

ALGORITHM PONBII-PB
Input: B = (bg, b1, ..., bm—1), representation in type-1 PONB
Qutput: A = (ap, a4, ..., am—1), the corresponding representation in PB
Procedure:
for i from0to m — 1 do
a; 4 by
B+ B+ (bp—1.bm—1,-. ., by—1)
B + Shoelace(B)
endfor

Konversi lapangan komposit telah dimanfaatkan untuk membangun
algoritma konversi basis yang storage-free (Akyildiz, 2017), begitu juga kajian
lapangan komposit dalam kriptografi kurva eliptik telah dimanfaatkan untuk
membangun suatu arsitektur co-processor kriptografi kurva eliptik (Jagan dan
Nagarajan, 2013) dan symmetric crypto processor (Su dkk., 2021).
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Selanjutnya Susantio dan Muchtadi-Alamsyah (2016) mengembangkan
skema enkripsi kriptografi kurva eliptik S-ECIES (Simplified Elliptic Curve
Integrated Encryption Scheme) yang lebih efisien dalam segi penyimpanan.

Algoritma 3.6 Algoritma enkripsi S-ECIES (Susantio dan Muchtadi, 2016).

InpuT: kata-asal x.

OutpuT: kata-sandi (U(z1,11), )

1: for char € z do

2 char + BINARYASCII(char)
3 char + PADDING(char)
4: end for

5. blocklength + |N/T]
6: x + Brock(z, blocklength)
7 k + Ranpom([1,n —1])

2 U{rl,y|) — kP

9 V(za, y2) + EQ

10: for char € x do

11: cipher «+ char - T4
12: ApPEND(y, cipher)
13: end for

14: return (U, y)

Algoritma 3.7 Algoritma dekripsi S-ECIES (Susantio dan Muchtadi, 2016).
InPuT: kata-sandi (U{zy, u),y).

OutpruT: kata-asal

1: Vizg, u) + mlJ

2: for cipher € y do

3 char + cipher /T,

4 char + PADDING(char)
5 APPEND(z, char)

6: end for
T
8
L]

: & 4+ SPLIT(z)

: for char € v do

: char + DEASCII(char)
10: end for
11: return =

Implementasi tersebut telah dibahas juga dalam (Vincent dkk., 2020)
untuk mobile payment security, (Duemong dan Preechaveerakul, 2021) untuk
key generation, (Realpe-Munoz dkk., 2021) untuk desain cryptoprocessor, dan
(Renita dkk., 2022) tentang implementasi kriptografi kurva eliptik dengan
multiplier yang efisien.

Serangan terhadap kriptografi kurva eliptik yang pernah diteliti adalah
serangan Pollard Rho. Modifikasinya, yang menggunakan Pemetaan Negasi,
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Pemetaan Frobenius, basis normal dan Brent Cycle Algorithm, dapat
mempercepat serangan Pollard Rho (Muchtadi-Alamsyah dkk., 2013;
Muchtadi-Alamsyah dan Utomo, 2017; Muchtadi-Alamsyah dkk., 2016).

Dalam Tabel 3.1 diberikan perbandingan antara Pollard Rho standar

dengan Pollard Rho yang menggunakan Algoritma Brent Cycle Detection.
Dalam Tabel 3.2 diberikan perbandingan yang sama dengan kurva yang
digunakan adalah kurva Koblitz tanpa pemetaan Frobenius, sedangkan
perbandingan serupa untuk kurva Koblitz dengan pemetaan Frobenius

diberikan pada Tabel

3.3.

Tabel 3.1 Perbandingan antara Pollard Rho standar dengan Pollard Rho yang menggunakan Algoritma
Brent Cycle Detection (Muchtadi-Alamsyah dan Utomo, 2017).

Bit | Standard Brent
Iteration Time Iteration Time
(second) (second)

17 352 0.156248 473 0.203124
19 |895 0453124 1571 0.765614
23 | 6098 3.765658 12555 7.656267
20 | 15689 12.687533 30471 23.515687
31 | 58678 51.503854 99505 83.578315
37 1251950 200.188130 | 351431 364.672700
41 2310322 | 4993.765471 | 3869603 | 4943.581061

Tabel 3.2 Perbandingan antara Pollard Rho standar dengan Pollard Rho dengan Algoritma Brent Cycle
Detection untuk kurva Koblitz tanpa pemetaan Frobenius (Muchtadi-Alamsyah dan Utomo,

2017).

Bit | Standard Breat
Iteration Time Iteration Time
(second) (second)

7 16 0.015624 30 0.015626

11 |43 0.015637 51 0.015624

13 | 130 0.062496 168 0.062498

17 |89 0.046876 97 0.046874

19 [1819 0.006245 3479 1.703126

23 398 0.249900 636 0.390642

41 | 1125258 2098.714221 | 3165644 | 4122.895303

Tabel 3.3 Perbandingan antara Pollard Rho standar dengan Pollard Rho dengan Algoritma Brent Cycle
Detection untuk kurva Koblitz dengan pemetaan Frobenius (Muchtadi-Alamsyah dan Utomo,

2017)
Bit | Standard Brent
Iteration Time Iteration Time

(second) (second)

7 3 0.015641 6 0.015625

11 2 0.046877 25 0.031263

13 |12 0.031254 24 0.031230

17 | 131 0.218761 162 0.234359

19 | 123 0.265640 207 0.375001

23 | 861 2.125028 1065 2.359400

41 | 87869 648.544495 90326 558.360148
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Berdasarkan eksperimen, penggunaan pemetaan Frobenius secara umum
mereduksi banyaknya iterasi yang diberikan. Namun, waktu yang dibutuhkan
tidak selalu lebih pendek. Hal ini dikarenakan adanya waktu tambahan yang
diperlukan untuk membangun kelas ekuivalen dari setiap iterasi.

Dalam Tabel 3.4 diberikan perbandingan antara Pollard Rho dengan
pemetaan Frobenius dan Pollard Rho tanpa pemetaan Frobenius untuk kurva
Koblitz, keduanya menggunakan Algoritma Brent Cycle Detention. Dalam
Tabel 3.5 diberikan perbandingan yang sama namun tanpa Algoritma Brent
Cycle Detention dan tanpa pemetaan negasi. Perbandingan yang sama tanpa
Algoritma Brent Cycle Detention dan menggunakan pemetaan negasi diberikan
pada Tabel 3.6.

Berdasarkan eksperimen di atas, terlihat bahwa penggunaan pemetaan
negasi secara umum mereduksi banyaknya iterasi yang diperlukan. Namun,
jika pemetaan negasi digunakan tanpa pemetaan Frobenius, hampir 10 persen
(276,344 dari of 2,773,726) iterasi berulang.

Tabel 3.4 Perbandingan antara Pollard Rho dengan pemetaan Frobenius dan Pollard Rho tanpa
pemetaan Frobenius untuk kurva Koblitz, keduanya menggunakan Algoritma Brent Cycle
Detention (Muchtadi-Alamsyah dan Utomo, 2017).

Bit | With Without

Frobenius Frobenius

Iteration Time Iteration Time

(second) (second)

7 30 0.015626 6 0.015625
11 |51 0.015624 25 0.031263
13 168 0.062498 24 0.031230
17 |97 0.046874 162 0.234359
19 | 3479 1.703126 207 0.375001
23 | 636 0.390642 1065 2.359400
41 | 3165644 4122895303 | 90326 558.360148

Tabel 3.5 Perbandingan antara Pollard Rho dengan pemetaan Frobenius dan Pollard Rho tanpa
pemetaan Frobenius untuk kurva Koblitz, keduanya tanpa Algoritma Brent Cycle Detention
dan tanpa pemetaan negasi (Muchtadi-Alamsyah dan Utomo, 2017).

Bit | With Without

Frobenius Frobenius

Iteration Time Iteration Time

(second) (second)

7 30 0.01:626 6 0.015625
11 [51 0.015624 25 0.031263
13 [ 168 0.062498 24 0.031230
17 |97 0.046874 162 0.234352
19 | 3479 1.703126 207 0.375001
23 [ 636 0.390642 1065 2.359400
41 | 3165644 4122895303 | 90326 558.360148
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Tabel 3.6 Perbandingan antara Pollard Rho dengan pemetaan Frobenius dan Pollard Rho tanpa
pemetaan Frobenius untuk kurva Koblitz, keduanya tanpa Algoritma Brent Cycle Detention
tetapi menggunakan pemetaan negasi (Muchtadi-Alamsyah dan Utomo, 2017).

Bit | With Without

Frobenius Frobenius

Iteration Time Iteration Time

(sccond) (sccond)

7 11 0.015616 2 0.031252
11 |25 0.015626 13 0.046874
13 [113 0.062489 17 0.046894
17 411 0.218751 63 0.171890
19 | 495 0.296888 102 0.328139
23 | 3959 2.906526 696 2.609399
41 1142980 2449.223652 | 66879 666.827368

Kembali ke proses enkripsi dan dekripsi, Muchtadi-Alamsyah dan Tama
(2020) mengimplementasikan kurva eliptik Curve25519 dalam S-ECIES untuk
instant messaging (Gambar 3.3) sehingga menunjukkan bahwa kurva eliptik
Curve25519 juga dapat melayani tujuan lain selain pertukaran kunci.

Today

8 Messages and calls are
end-to-end encrypted. No one
outside of this chat, not even

WhatsApp, can read or listen
to them. Tap to learn more.

Gambar 3.3 Enkripsi dalam Instant Messaging.

Dalam (Muchtadi-Alamsyah dkk., 2020) diusulkan skema transaksi
Ethereum berdasarkan protokol group digital signature sebagai langkah untuk
mengurangi masalah pencucian uang di jaringan Ethereum. Secara khusus,
skema ini bekerja dengan memberikan kemampuan otoritas grup terpilih
untuk mengungkap informasi dari transaksi anonim sambil mencegah
pengguna lain termasuk penambang untuk mendapatkannya. Pada Gambar
3.4 diperlihatkan kurva eliptik y* = x* + 7 yang digunakan dalam skema tanda
tangan digital kurva eliptik (ECDSA), digambarkan untuk lapangan real.

Pencucian mata uang virtual (cryptocurrency) sulit dilacak karena tidak ada
hubungan antara alamat dengan orang/identitas tertentu. Kecuali jika pihak
yang terlibat dalam transaksi menyembunyikan informasinya, tidak ada
artefak digital yang dapat digunakan sebagai bukti di persidangan untuk
menegaskan argumen penyalahgunaan transaksi anonim.
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Gambar 3.4 Kurva eliptik y2 = x3 + 7 yang digunakan dalam skema tanda tangan digital kurva eliptik
(ECDSA), digambarkan untuk lapangan real.

Penelitian yang telah dilakukan (Muchtadi-Alamsyah dkk., 2020)
menggunakan anonimitas terbatas dan pengambilan keputusan berdasarkan
konsensus (pemilihan). Teknik ini memberikan beberapa usulan transaksi
yang akan dilakukan secara pribadi yang dijamin dengan legitimasi
masyarakat. Menemukan alamat penandatangan transaksi itu sulit secara
matematis. Namun, otoritas dapat melihatnya dengan membandingkan
identitas ID dan kunci grup pada database pembangkit kunci grup.

Kesulitan dan keterbatasan dalam implementasinya terkait dengan proses
pendaftaran beberapa anggota yang tidak dikenal, yang dapat mengacaukan
transaksi dengan mendaftarkan ID yang tidak sesuai dengan identitas
pengguna. Dalam hal ini, otoritas kelompok hanya boleh mencakup anggota
yang dia kenal dalam dirinya sendiri.

Namun, dengan adanya pengembangan komputer kuantum, kriptografi
yang sering digunakan saat ini, seperti RSA dan kriptografi kurva eliptik
diprediksi tidak akan aman lagi. Salah satu solusi yang ditawarkan adalah
dengan menggunakan kriptografi berbasis Teori Koding. Kriptografi berbasis
kode yang sejauh ini paling aman adalah skema McEliece yang memanfaatkan
kode Goppa dalam proses enkripsi dan dekripsinya (Cayrel dkk., 2011). Dalam
(Irwansyah dkk., 2019) telah dikembangkan suatu skema kode permutasi
LDPC (Low-Density Parity Check) dalam kriptosistem McEliece.
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3.2 TeoriKoding

Sejak pertama kali diperkenalkan pada akhir tahun 1940-an, Teori Koding
Aljabar menggunakan lapangan hingga sebagai alfabet. Kemudian, pada awal
tahun 1990-an, termotivasi dengan aplikasi teknik, seperti desain untuk
CDMA, muncullah penggunaan kode atas gelanggang, yang puncaknya adalah
paper (Hammons dkk., 1994) yang mendapatkan Best Paper Award tahun 1994
dari IEEE Information Theory Society, karena berhasil memecahkan teka-teki
20 tahun, dualitas formal dari kode Kerdock dan Preparata. Mereka
menggunakan dualitas dari kode atas Z,, suatu gelanggang dengan jumlah
elemen 4 yang bukan lapangan hingga. Kode siklik memiliki aplikasi dalam
sistem penyimpanan data (data storage system) dan sistem komunikasi
(communication system) karena kode siklik memiliki algoritma encoding dan
decoding yang efisien.

Penggunaan Teori Gelanggang dalam Teori Koding adalah dengan
memandang kode sebagai ideal dari suatu gelanggang. Seperti misalnya kode
siklik dengan panjang n atas alfabet A dengan struktur gelanggang, adalah
kode linier atas A dengan panjang n yang invarian terhadap pergeseran. Kode
siklik dapat dipandang sebagai ideal dari gelanggang faktor R, = A[X]/(X"-1),
himpunan polinom-polinom dengan koefisien A dikuosien dengan ideal yang
dibangun oleh X"1. Kuosien dengan ideal X"-1 diperlukan supaya
penggeseran katakode berkorespondensi dengan perkalian polinom dengan
X. Konstruksi kode siklik dengan menggunakan barisan periodik telah
dilakukan dalam (Syarifuddin dan Muchtadi-Alamyah, 2018; Nopendri dkk.,
2021), dan kode siklik atas gelanggang hingga perluasan dari Z,m dalam
(Rosdiana dkk., 2021).

Diberikan suatu kode C atas sebarang gelanggang R. Definisikan hasil kali
dalam Euclid pada R, sebagai berikut

(X0,X1y++yXn) + (Y0, V1y-+5¥n) = XoYo+ X1y1+ ... + XnVn (3.1)

Definisikan kode dual dari C, C* = {x € R™ x.c = 0 untuk setiap ¢ € C}. Kode
C dikatakan self orthogonal jika C ¢ C* dan dikatakan self dual jika C=C*.

Berikut adalah sebuah syarat perlu dan cukup suatu kode menjadi kode
linier Euclidean self-dual atas gelanggang R = Z,m + vZ,m, dengan v* = v.

Misalkan R = Z,m+ vZ,m, dengan v* = v, dan definisikan
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C;={x €Zym:3y €Zm ,vx+ (1 —v)y €C} dan
C;={y €Zjm:3Ix €Z)m ,vx+ (1 —-Vv)y €C}. (3.2)

Kode C; dan C, keduanya bersifat Z,m-linier dengan panjang n. Suatu kode
linier C atas R dapat dinyatakan secara tunggal sebagai

C=vC ® (1-v)C,. (3.3)

Proposisi 3.1 (Rosdiana dkk., 2021) Misalkan C kode linier atas R = Z,m+ vZ,m,

dengan panjang n, maka

1) kode dual dari C, C* =vC;* ® (1-v)Cy*

2) kode C Euclidean self dual jika dan hanya jika C; dan C; Euclidean self dual
atas Z,m.

Dengan demikian kajian kode Euclidean self dual atas R = Z,m+ vZ,m, dengan
v? =v, dapat dilakukan melalui kajian kode Euclidean self dual atas Z,m.

Untuk memperoleh kode-kode optimal baru, telah diupayakan
penggunaan gelanggang polinom miring. Terkait penelitian gelanggang
polinom miring, telah dikaji metode mempertahankan sifat suatu gelanggang
jika diganti dengan gelanggang polinom miring.

Pertama, dengan memotong gelanggang polinom miring dengan ideal
primanya sehingga struktur dapat dipertahankan (Amir dkk., 2011). Kedua,
dengan perumuman gelanggang prima Dedekind dan gelanggang prima
Asano, yang dapat mempertahankan struktur G-Dedekind dan G-Asano pada
gelanggang polinom miringnya (Marubayashi dkk., 2013; Suwastika dkk.,
2015). Telah dikaji juga gelanggang polinom miring dari gelanggang Morita
context (Hamonangan dan Muchtadi-Alamsyah, 2022).

Irwansyah dkk. (2021) memberikan algoritma untuk menghitung
banyaknya kode siklik miring (kode 6-siklik) dengan panjang n atas F,, dengan
n genap dan ged(n,|6|) = 1. Dalam Tabel 3.7 diberikan banyaknya kode 6- siklik
Euclidean self dual atas Fs, dengan 6(y) = y* untuk setiap y di Fs.

Selanjutnya, telah diperoleh suatu konstruksi kode optimal untuk kode
siklik miring atas suatu aljabar berdimensi hingga Bi = Fpr[v1,va,.., vi]/<vivj-vjvi,
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vi>-vi> yang menggunakan metode-metode pada gelanggang polinom miring
(Irwansyah, 2016; Irwansyah dkk., 2016; Irwansyah dkk., 2021).

Kajian kode siklik miring (Gambar 3.5) telah dimanfaatkan untuk
membangun kode kuantum asimetrik (Muchtadi-Alamsyah dan Irwansyah,
2019) dan dijadikan referensi juga dalam membangun kode kuantum dalam
(Suprijanto dan Tang, 2022). Selain itu, telah dikembangkan perumuman
kode siklik (generalized cyclic codes) dengan meninjau Teori Modul (Muchtadi-
Alamsyah dkk., 2022).

Tabel 3.7 Banyaknya kode 0- siklik Euclidean self dual atas Fg, dengan 0(y) = y2 (Irwansyah dkk., 2021).

n  § E.S8.D. #-cyclic codes

10 1
14
20
28
40
56
80
112
160
224
320
448

»—n%»—n:b—t@b—tm»—tm

[=2]
ot

Tabel 3.8 Kode-kode 0-siklik self-dual Euclid optimal atas gelanggang By dengan panjang n dan jarak d
(Irwansyah, 2016).

‘ n ‘ d ‘ Polinom pembangun ‘ By ‘ f#
vpr+1—w
413 ?+ao’z+a B
2 v =1 —
v 1— 1
12| 6 S+t vt rarl+r+1 By | varr1—w
vg—+ 1 — g
v =1 —
%4+ o272 + ar® + 17 + 28 w1 —
20| 8 4 3 3 B,
+z' +z° +ar +ar+ 1 va 1 —ug
1-— Uy = Uy
v 1 — 1y
. 1—wm—w
o8 4 210 1+ 0?2 4 oz 4 02218 4 212 N b—)-ll _UQ
36 | 11 +azr® + azr? + az® + o?2% + 2° + as? B 3 ] 8
+z* + a’2? + o Vi
vs 1 —ug
vg— 1 —vg
vy 1 — 1y
1-— Uy — Vo
vy 1 —w
220 4 1T 4 2015 4 al4 (2008 4 (2010 3 3
40 | 12 1 0 8 = 2 6 = 3 B vy 1 — oy
+r + ' +ar® +ar"+ ot ot + 0+ 1
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vg—+ 1 — g
vp = 1 — oy
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Penelitian Gelanggang Hingga untuk Kode
Linier (Kode Siklik Miring) (Invansyah,
Disertasi 2013-2016)

\ Perumuman Kode Siklik Miring
) menjadi Kode Skew-Consta-

Permutation [2017-2018)

Kriptografi Mc Eliece berbasis
Kode Skew-Consta-Permutation
atas gelanggang (2019)

Konstruksi matriks MDS dengan kompleksitas
rendah untuk layer difusi pada block cipher
(2021)

Gambar 3.5 Diagram alir penelitian kode atas gelanggang.

Pengkajian kode siklik miring atas aljabar By telah dimanfaatkan lebih
lanjut untuk mengkaji struktur kode linier atas aljabar Bi (Irwansyah dan
Suprijanto, 2018), dan atas gelanggang Rx (Irwansyah dan Suprijanto, 2023);
pengkajian kode self-dual, dan LCD double circulant dan double nega circulant
dalam (Dinh dkk., 2023); serta pengkajian kode-G miring (Dougherty dkk.,
2023).

Pendekatan lain telah dilakukan untuk mempelajari kode siklik yang
memiliki jarak minimum terbesar dibandingkan dengan kode linier lainnya
dengan panjang dan dimensi yang sama, atau yang lebih dikenal dengan kode
siklik MDS (Maximum Distance Separable). Hal ini dilakukan dengan
mempelajari matriks sirkulan MDS. Matriks MDS adalah matriks yang setiap
submatriksnya memiliki invers.

Pada tahun 1996 matriks MDS pertama kali digunakan dalam chiper
SHARK (Rijmen dkk., 1996) dan kemudian diikuti SQUARE (Daemen dkk.,
1997) dan AES (Daemen dkk., 2022). Proses enkripsi AES memiliki empat
langkah yaitu SubBytes, ShiftRows, MixColumns, dan AddRoundkey (Daemen
dkk., 2022). Matriks MDS digunakan dalam MixColumns.

Karena proses dekripsi biasanya menggunakan invers dari matriks yang
digunakan dalam proses enkripsi, maka penggunaan matriks yang inversnya
mudah dicari akan lebih baik. Salah satu pilihannya adalah menggunakan
matriks MDS ortogonal atau involutori.
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Khoo dkk. (2014) memperkenalkan metrik yang disebut XOR-count untuk
mengukur biaya implementasi perangkat keras dari difusi matriks. Semakin
kecil nilai XOR-count dari sebuah matriks, semakin baik matriks dalam
implementasi perangkat keras. Matriks dengan jumlah XOR-count kecil belum
tentu memiliki invers dengan XOR-count kecil. Namun, matriks ortogonal atau
involutori dan inversnya memiliki jumlah XOR-count yang sama. Oleh karena
itu matriks MDS ortogonal atau involutori lebih disukai di beberapa cipher
blok.

AES menggunakan matriks MDS sirkulan di lapisan difusi. Satu
keuntungan dari matriks sirkulan adalah bahwa matriks sirkulan berorde n
memiliki maksimum n komponen yang berbeda. Jelas bahwa menyimpan n
elemen lebih baik daripada menyimpan n’ elemen. Daemen dkk. (1997)
membuktikan bahwa peluang menemukan matriks MDS sirkulan lebih
signifikan dibandingkan dengan matriks persegi random. Penelitian
kemudian diarahkan untuk kajian matriks MDS sirkulan involutori atau
ortogonal.

Dalam (Irwansyah dkk., 2021) telah diberikan konstruksi matriks MDS
involutori dan Adhiguna dkk. (2022) mengkaji eksistensi matriks MDS
sirkulan ortogonal, dan juga memberikan syarat perlu dan cukup untuk
matriks bersifat MDS, 6-sirkulan, dan ortogonal. Matriks MDS 6-sirkulan ini
juga berkaitan dengan kode siklik miring MDS.

Teorema 3.2 (Adhiguna dkk., 2022)

1) Misalkan m = 4n, dengan n bilangan asli, maka tidak terdapat matriks
MDS ortogonal sirkulan berorde m atas lapangan berkarakteristik 2.

2) Tidak terdapat matriks MDS sirkulan ortogonal berorde genap m atas
lapangan berkarakteristik p > 2.

3.3 AljabarLinier

3.3.1 Konektivitas Aljabar

Dalam (Erfianto dkk., 2016), fungsi kontrol Lyapunov digunakan untuk
mengonstruksi input kontrol flocking dengan menjaga konektivitas pada
sekelompok jaringan agen robot bergerak. Agen dimodelkan sebagai massa
titik dinamis, dan strategi kontrol yang diusulkan melibatkan kekuatan
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potensial dan konsensus kecepatan. Beberapa kekuatan potensial dirancang
untuk mengarahkan agen neighbor ke jarak yang telah ditentukan sambil
menghindari tabrakan di antara mereka sehingga keterhubungan topologi
jaringan dapat dijamin. Di bawah asumsi bahwa topologi flocking awal
terhubung, keseluruhan topologi berkelompok dipertahankan untuk
terhubung, sementara penghindaran rintangan dan tabrakan juga dijamin.

Untuk menjamin tercapainya tujuan dari flocking multiagent, konektivitas
tetap terjaga dengan menjaga nilai eigen terkecil kedua dari topologi flocking.

s
.

- .
r?r 7

Gambar 3.6 Model analisis perilaku berkelompok burung (Erfianto dan Muchtadi-Alamsyah, 2019).

Lebih lanjut dalam (Erfianto dan Muchtadi-Alamsyah, 2019) model
analisis perilaku berkelompok burung disajikan menggunakan graf dan teori
kontrol (Gambar 3.6). Diperoleh bahwa model yang dihasilkan stabil secara
asimtotik. Dengan mengamati nilai eigen terkecil kedua dari matriks
Laplacian dari topologi flocking, kekokohan perilaku berkelompok burung
juga dapat diamati. Namun, karena nilai eigen terkecil kedua dari matriks
Laplacian hanya mengukur keterhubungan, kerentanan topologi flocking
tidak dapat ditentukan. Penggunaan matriks Laplace perturbed dari topologi
flocking tereduksi merepresentasikan adanya gangguan pada perilaku flocking,
dan nilai eigen terkecil ketiga dari matriks Laplacian perturbed dapat
digunakan untuk mengukur kerentanan seluruh formasi flocking.

3.3.2 Kuadrat Terkecil Fitting Dimensi Tiga

Ellipsoid atau anisotropi geometrik adalah metode yang banyak digunakan
dalam analisis geostatistik untuk mendapatkan variogram dengan rentang
yang berbeda dalam arah yang berbeda (azimuth) dan varian sill yang relatif
sama. Anisotropi elipsoida sangat diperlukan dalam penambangan untuk
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memahami kontinuitas spasial variabel yang terkait dengan kontrol geologis
dari mineralisasi. Misalnya ketika berhadapan dengan mineralisasi yang
terkait dengan endapan tabular, endapan porfiritik dengan pola lubang bor
yang tidak beraturan (pengeboran kipas).

Dalam (Muchtadi-Alamsyah dkk., 2022a), metode kuadrat terkecil 3D
digunakan untuk fitting anisotropi elipsoida 3D kadar seng (Zn) yang terkait
dengan pola lubang bor yang tidak beraturan.

Pertama, untuk mencocokkan data dalam bentuk tiga dimensi, bentuk umum
dari persamaan permukaan kuadratik berikut digunakan

f(x,y,z) == a; X% + 2a1,Xy + 2a,3XZ + 2a,3yZ + ay,y2 + az3z2 + byx + by +
bsz+c=u-x=0 (3.4)
dengan: u=(a;; 2a;, 2a;3 2a,3 ay, asz b; b, by )T

2

x=(x* xy xz2 yz y?> z2 x y z D

Kemudian, untuk memperoleh koefisien dari persamaan umum, langkah-
langkah berikut dilakukan:

Langkah 1: Dari data, konstruksi matriks berikut:

Xy y1 21 1 Xl2 ﬁlel \/Exlzl \/EY121 Y12 le

S = (3.5)

Xl’l Yn Zl’l 1 XHZ ﬁxn}’n \/EXHZH \/EYnZn }’l’l2 Zl’l2

dengan n adalah banyaknya data

Langkah 2. Gunakan faktorisasi QR untuk memperoleh S = QR, dengan Q
matriks ortogonal dan R matriks segitiga atas.

. R R
Langkah 3. TulisR = ( 1z

T
dan w = (all \/Ealz \/Ealg '\/5323 az» a33) *

) dan definisikan vektorv = (b; b, bs )T

Langkah 4. Tulis ”S(“/Iv)” = ”QR (\Yv)” = ”R(v‘:z)” . Problem-nya menjadi

menentukan min||R,,w|| dengan batasan ||w|| = 1.
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Langkah 5. Gunakan Dekomposisi Nilai Singular (SVD) pada R,, sehingga
R,, = UzVT.

Langkah 6. Berdasarkan Teorema SVD (Teorema 2.3 dalam (Gander, 2008)),
solusi dari min||R,,w|| dengan batasan ||w|| = 1 adalah w = v,,, dengan v,
adalah kolom terakhir matriks V.

Langkah 7. Hitung v=—-R;;7'R;,w, lalu u diperoleh dengan
menyubstitusikan vektor vdan w.

Selanjutnya, substitusikan koefisien pada vektor u ke dalam persamaan

umum f(x,y,z) untuk mendapatkan fitting elipsoida atau hiperboloida. Untuk

mendapatkan dataset bentuk elipsoida, dilakukan dua langkah:

1. jika persamaan f(x,y,z) yang diperoleh merupakan persamaan elipsoida,
maka telah diperoleh hasil yang diinginkan;

2. jika hasil yang diperoleh adalah persamaan hiperboloida, maka lanjutkan
proses dengan langkah-langkah berikut.

Dari hasil perhitungan, koefisien w' dan v' ditetapkan sebagai berikut:

a11
0 b,
w' = 0 and V' = EZ dengan kondisi:
3
!
a 22 c
!
a 33
.o 7 ! ! .
e jikac>0,maka a'y; = —|aj1l,a’y, = —lazl, a'33 = —|azsl; dan

e jikac<0,maka a';; = |aj1],a’5; = |azl,a’s3 = |ass].

Sehingga diperoleh persamaan

a';1x2+a'yy% +a'33z2 +byx+ by +byz+c=0. (3.6)
Persamaan (3.6) dapat disederhanakan sebagai berikut:

a'11x2 +byx+a'yy2 + by +a'33z2 +byz+c=0

PRI 2+ <+b2)2 b3 b, b§+ 0
< a1 (x a’ - c=
1 23'11) 4a'%; 2\ " 2 22 4a’§2 4a'3,
b, \2 b b2 b3 b2
= a'll(X + 3’22 ( ,2 ) + 3’33(Z + 3 )2 1 ’22 + ,32 —C.
22 11 4a 22 4a's3
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. b b b b2 b2 b2
Misalkan ,1 = qa, ,2 = B, ,3 =v, 12 22 32 —Cc=D, maka
2a'14 2a’;; 2a’33 4a’l;  4a'3,  4a'3;

a'1(x+ a)? 4+ a5+ B2 +aiz+y) =p
a' + a)? &’ +B)? a +v)?
o 11(x ) n 22(y +B) n 33(z+Y) _

1.
p p p
Misalkan % =q % = r,% =s, maka diperoleh persamaan elipsoida
sebagai berikut:
2 2 2

q r s

Dalam Gambar 3.7 diperlihatkan hasil anisotropi elipsoida 3D dilihat dari atas,
depan dan samping.

@ (b)

Gambar 3.7 Hasil anisotropi elipsoida 3D dilihat dari (a) atas (b) depan, dan (c) samping (Muchtadi-
Alamsyah dkk., 2022a).

Model anisotropi dari radius pencarian lebih realistis diterapkan untuk
estimasi geostatistik 3D dari mineralisasi skarn Zn, yang biasanya
menunjukkan model pelapisan. Sementara model isotropi radius pencarian
(yaitu, model bola, yang biasanya digunakan untuk sistem porfiritik) kurang
realistis untuk badan bijih skarn, karena estimasi geostatistik 3D-nya
cenderung menghasilkan model kolom atau tabular.
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3.4 Wavelet dan Transformasi Paket Gelombang (Wave Packet
Transform)

Analisis data dimensi hingga dan pemrosesan sinyal adalah dasar dari digital
pemrosesan sinyal, teori informasi, dan analisis data berskala besar. Dalam
pengolahan data, analisis frekuensi-waktu (time-scale) terdiri atas teknik yang
menganalisis vektor dalam domain waktu dan frekuensi (waktu dan skala)
secara bersamaan, disebut metode atau representasi frekuensi-waktu (time-
scale) (Casazza dan Kutyniok, 2013). Biasanya metode terstruktur yang
digunakan untuk analisis frekuensi waktu disebut analisis Gabor (Feichtinger
dkk., 2009), untuk analisis skala waktu disebut analisis wavelet (Strang dan
Nguyen, 1996), dan untuk skala waktu-frekuensi, analisis ini disebut metode
paket gelombang (Farashahi, 2014).

Dalam (Wanditra dkk., 2020), dengan menggunakan transformasi paket
gelombang pada grup siklik, dipelajari transformasi paket gelombang pada
grup abelian hingga. Dalam kasus grup siklik, ini merupakan transformasi
pada ruang Banach yang dibentuk oleh representasi grup siklik. Hasil ini
diperumum untuk transformasi yang dibentuk oleh representasi grup
komutatif.

Selanjutnya dalam (Wanditra dkk., 2021) dengan menggunakan wavelet
dan coding Python, jumlah total padatan tersuspensi (Total Suspended Solid) di
Sungai Cikapundung dapat diperkirakan secara time series. Dataset TSS di
Sungai Cikapundung dari tahun 2017 hingga 2018 digunakan untuk membuat
model dari Total Suspended Solid yang bergantung pada waktu. Transformasi
wavelet digunakan untuk penskalaan dan penentuan frekuensi dari dataset
TSS. Hasil transformasi dapat digunakan sebagai masukan untuk model
ARIMA. Diperoleh bahwa model dari wavelet ARIMA cukup baik untuk
peramalan TSS di Sungai Cikapundung.
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4. APLIKASIREPRESENTASI KUIVER

4.1 Kecerdasan Buatan (Artificial Intelligence)

Saat ini kecerdasan buatan ditemui di setiap aspek kehidupan. Kecerdasan
buatan dalam pertandingan sepak bola sebagai video assistant referee, atau
muncul sebagai mobil otonom (Zhang dan Wang, 2020). Kecerdasan buatan
digunakan untuk pengenalan dan pelacakan objek, dan biasanya algoritma
yang digunakan adalah jaringan saraf tiruan (Artificial Neural Network)
(Scholler dkk., 2020).

Jaringan syaraf tiruan bekerja seperti otak manusia. Di otak manusia,
informasi diproses dengan mentransfer sinyal antar neuron. Neuron dapat
digambarkan sebagai titik dalam saraf tiruan jaringan. Model matematika
untuk jaringan syaraf tiruan dibangun menggunakan representasi kuiver
dengan node sebagai titik dan transfer informasi sebagai busurnya.

Suatu kuiver dapat menggambarkan konektivitas antar-neuron, dan
representasi kuiver dapat menggambarkan transfer informasi antara neuron.
Dalam jaringan syaraf tiruan, fungsi aktivasi digunakan untuk mengukur
pentingnya informasi yang dilanjutkan dalam neuron.

Misalkan Q suatu kuiver. Suatu representasi tipis (thin) M = (M. ,¢.) adalah
suatu representasi kuiver dengan M, adalah C untuk setiap a di Q,. Suatu
kuiver Q dikatakan diatur dengan layer jika dapat digambarkan dari kiri ke
kanan dengan diatur titiknya dalam kolom, sedemikian rupa sehingga tidak
ada busur dari titik di sebelah kanan ke titik di sebelah kiri, dan tidak ada
busur antara titik dalam kolom yang sama, selain loop dan sisi dari titik bias.

Layer pertama di sebelah kiri, yang disebut input layer, dibentuk oleh d titik
input. Layer terakhir di sebelah kanan, yang disebut output layer, dibentuk oleh
k titik output. Layer yang bukan input layer atau output layer disebut layer
tersembunyi (hidden layer).

Suatu kuiver jaringan (network quiver) Q merupakan kuiver yang diatur
oleh layer sedemikian sehingga tidak ada loop di sumber (yaitu, input dan bias)
juga tidak ada di titik sink dan terdapat tepat satu loop di setiap titik di layer
tersembunyi (Gambar 4.1). Suatu jaringan syaraf (neural network) atas kuiver
jaringan Q adalah pasangan (W,f) dengan W representasi tipis (Gambar 4.2)
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dari kuiver tanpa loop Q° dan f = (f), v € Qo adalah fungsi aktivasi yang
berkaitan dengan loop dari Q. Jika (W,f) adalah suatu jaringan syaraf atas
kuiver jaringan Q, fungsi jaringan (network function) dari jaringan syaraf (W,f)
adalah fungsi (W, f): C? > C*dengan koordinat dari (W, f)(x) adalah output
aktivasi dari titik output dari (W,f) terhadap vektor inputx € C9.

G Y
e
f
Gambar 4.1 Contoh kuiver jaringan (Armenta dan Jodoin, 2021)
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Gambar 4.2 Contoh representasi tipis dari suatu kuiver jaringan (Armenta dan Jodoin, 2021).

Dengan menggunakan pendekatan representasi kuiver, Armenta, dan
Jodoin (2021) membuktikan bahwa ada tak hingga banyak jaringan syaraf
dengan fungsi jaringan yang sama, terlepas dari arsitektur dan fungsi aktivasi.
Dengan demikian, untuk mempelajari jaringan syaraf tertentu, cukup
dipelajari jaringan syaraf yang lebih “sederhana” yang isomorfik dengan
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jaringan syaraf tersebut. Gambar 4.3 secara berurutan menunjukkan kuiver
jaringan Q, jaringan syaraf (neural network) berdasar pada Q dengan bobot W
dan fungsi aktivasi f, dan jaringan syaraf yang sama tetapi dengan perubahan
basis pada setiap neuron (titik).
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Gambar 4.3 (a) Kuiver jaringan (network quiver) Q (b) Jaringan syaraf (neural network) berbasis pada Q
dengan bobot W dan fungsi aktivasi f (c) Jaringan syaraf yang sama tapi dengan perubahan
basis pada setiap neuron (titik) (Armenta dkk., 2023).

Sebagai pengembangan dari (Armenta dan Jodoin, 2021) digunakan
aljabar grup dalam representasi kuiver (sebagai titik, menggantikan
himpunan bilangan kompleks). Aljabar grup CG adalah objek matematika
yang dibentuk oleh pemetaan-pemetaan dari grup G ke lapangan C. Secara
khusus diambil G yang merupakan grup siklik berhingga. Aljabar grup
digunakan karena, dalam beberapa kasus, diperlukan neuron untuk bekerja
dengan informasi yang berdimensi lebih dari satu, misalnya warna. Dengan
menggunakan representasi aljabar grup kuiver, akan dibandingkan beberapa
jaringan saraf tiruan menggunakan representasi kuiver.

4.2 Analisis Data Topologi (Topological Data Analysis)

Dalam era big data saat ini, data dari berbagai sumber mudah untuk
diperoleh. Namun, data tersebut tidak berarti jika tidak dapat diolah untuk
memperoleh informasi yang bermanfaat. Pengolahan data akan
memudahkan suatu individu, organisasi, atau perusahaan untuk membuat
keputusan yang tepat. Saat ini kumpulan data yang perlu diolah tidak hanya
data berupa angka atau teks, tetapi sebagian besar data dapat bervariasi dari
gambar/foto, kumpulan objek tertentu, profil dinamis dari sistem yang

40 | Forum Guru Besar Institut Teknologi Bandung



berkembang, suara rekaman, atau rekaman video. Tentu tidak semua metode
statistik bisa menangani berbagai tipe data yang disebutkan di atas.
Diperlukan pendekatan lain untuk mengekstrak data dan mendapatkan
kesimpulan. Salah satu metode tersebut adalah Analisis Data Topologi
(Topological Data Analysis -TDA) (Chazal dan Michel, 2021).

Analisis Data Topologi (TDA) adalah metode yang relatif baru dalam data
sains. Lahir dari topologi aljabar, TDA mengekstrak kumpulan data dengan
melihat pada bentuk data. Bentuk data yang dimaksud di sini adalah topologi
fitur, yang lebih dikenal sebagai invarian topologi, misalnya, cluster, loop, dan
bentuk sulur yang muncul dari titik data.

Bagaimana topologi aljabar digunakan untuk mempelajari fitur geometris
data? Topologi menawarkan alat untuk menghitung jumlah lubang dan path
component dalam suatu ruang. Namun, jika X terdiri dari n titik dalam ruang
yang memiliki n komponen dan tidak ada lubang sama sekali, maka topologi
tidak dapat menyimpulkan sesuatu yang menarik dari hal ini. Untuk ini, tidak
digunakan topologi X secara langsung, melainkan menggunakan fitur
topologi penebalan dari X (Gambar 4.4). Dalam sudut pandang aljabar: data
dibuat menjadi menjadi ruang topologi atau ruang metrik terlebih dahulu.

Gambar 4.4 Contoh fitur penebalan dari X (Laha, 2019).
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Gambar 4.5 Filtrasi sublevel dan konstruksi persistent barcode saat jari-jari bola meningkat (Chazal dan
Michel, 2021).

Alat TDA adalah homologi persisten (persistent homology) dan modul
persisten (persistent module). Homologi persisten menghitung jarak dua titik
dalam suatu ruang dan melihat bagaimana jarak berkembang seiring waktu.
Modul persisten merupakan representasi dari proses filtrasi dalam bentuk
struktur aljabar yang menyimpan informasi “survival’ tentang kelas-kelas
homologi yang muncul secara berurutan. Modul persisten digunakan untuk
mendefinisikan diagram barcode yang nantinya akan digunakan untuk
mengkomunikasikan fitur topologi yang muncul dari pengolahan data
menggunakan homologi persisten. Filtrasi sublevel dan konstruksi persistent
barcode saat jari-jari bola meningkat ditunjukkan oleh Gambar 4.5.

Modul persisten dapat didekomposisikan menjadi jumlah langsung modul
interval I(b,d) berbentuk

1k 1k
0 -»>+>0->K>..oK->0->:-0 (4.1)
dengan K pertama berawal di titik b dan K terakhir berakhir di titik d.

Teorema Krull-Remak-Schmidt (Azumaya, 1950) mengatakan bahwa
setiap representasi kuiver M dari kuiver Q atas K dapat didekomposisikan
menjadi jumlah langsung representasi-representasi yang indecomposable.
Lebih lanjut Teorema Gabriel (Gabriel, 1972) menyebutkan bahwa jika Q
adalah kuiver tipe A, seperti pada Gambar 2.8 (kuiver garis), maka setiap
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representasi indecomposable dari Q atas K isomorfik dengan suatu representasi
interval I(b,d) (4.1) seperti di atas.

Dalam banyak kasus, modul persisten dapat didekomposisi menjadi
jumlah langsung modul-modul interval I(b,d). Oleh karena itu pemahaman
tentang dekomposisi representasi kuiver dapat membantu untuk memahami
modul persisten dan persisten diagram.

Beberapa penelitian mengenai hal ini dapat dilihat pada (Lindell, 2017),
tentang metode-metode dekomposisi untuk representasi kuiver; dalam
(Takeuchi, 2012), tentang homologi persisten dari sampled map; di (Carlsson
dkk., 2021), tentang homologi persistent dan zigzag; dalam (Hiraoka dkk.,
2022), tentang teorema stabilitas aljabar untuk kategori bentukan dari modul
persisten zigzag; dalam (Asashiba dkk., 2022), tentang dekomposisi interval
dari modul-modul persisten berdimensi 2. Detail lebih lanjut mengenai
Analisis Data Topologi dan representasi kuiver dapat dilihat dalam (Oudot,
2015). Untuk penelitian lebih lanjut, akan diselidiki modul persisten
berdimensi yang lebih tinggi melalui representasi kuiver.
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5. PENUTUP

Perkembangan ilmu pengetahuan dan teknologi membutuhkan penguasaan
ilmu-ilmu dasar yang semakin kuat. Penelitian representasi aljabar yang
dilakukan di ITB telah dibawa ke arah penggunaan representasi aljabar,
pertama untuk mengklasifikasi aljabar itu sendiri; memperkaya Teori Graf
dengan membentuk graf dari grup dan gelanggang sekaligus mempelajari
sifat-sifatnya.

Kemudian penelitian dilanjutkan terkait berbagai penerapan aljabar
dalam bidang Kriptografi khususnya untuk instant messaging dan mata uang
virtual; bidang Teori Koding, pemodelan menggunakan metode kuadrat
terkecil 3D dan pemodelan dinamika robot/ flocking bird, serta penggunaan
wavelet untuk memprediksi total suspended solid.

Penelitian-penelitian terkini menunjukkan bahwa teori representasi
kuiver dapat juga digunakan untuk ilmu-imu baru yang sedang berkembang
saat ini, di antaranya kecerdasan buatan dan sains data, di mana representasi
kuiver digunakan dalam jaringan syaraf tiruan (artificial neural network) dan
analisis data topologi (topological data analysis). Akhir kata, perjalanan ini
masih terus berlanjut, dan semoga memberikan manfaat sebesar-besarnya
bagi kemajuan ilmu pengetahuan dan teknologi, demi bangsa, Tuhan dan
almamater.
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