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PRAKATA 

Bismillahirrahmanirrahim. 

Alhamdulillahi Rabbil ‘Alamin, penulis bersyukur kepada Allah Subhanahu Wa 
Ta’ala. Atas hidayah-Nya yang besar, buku Orasi Ilmiah Guru Besar Institut 
Teknologi Bandung dengan judul Dari Risiko Acak Hingga Ukuran Risiko: 
Prediksi Stokastik untuk Risiko Keuangan dan Asuransi dapat diselesaikan 
dengan baik. 

Buku ini merupakan rangkaian hasil pemikiran dan penelitian yang 
penulis lakukan sejak mengabdi menjadi dosen di Fakultas MIPA ITB dan 
menempuh studi magister, doktor, dan pascadoktor. Teori risiko statistik 
merupakan bidang ilmu yang menggunakan konsep teori peluang dan 
statistika untuk diaplikasikan pada bidang lain, seperti keuangan dan 
asuransi. Secara khusus, teori risiko dapat digunakan untuk memprediksi 
risiko stokastik melalui ukuran risiko Value-at-Risk (VaR), Expected Shortfall 
(ES), dan perluasannya. Prediksi stokastik ini dapat dikenakan pada risiko 
pasar mata uang kripto (cryptocurrency market risk), risiko pasar energi (energy 
market risk), risiko pembayaran klaim asuransi (claim frequency and severity 
risks), risiko pada kontrak asuransi–reasuransi (insurance–reinsurance risks), 
dan risiko usia lanjut atau mortalitas (longevity or mortality risk). 

Penulis mengucapkan terima kasih kepada Forum Guru Besar ITB yang 
telah memberikan ruang untuk menyampaikan orasi ilmiah dan penerbit ITB 
Press yang telah memublikasikan buku orasi ini. Semoga orasi ilmiah dan 
buku ini membawa kebaikan dan keberkahan.  

 

Bandung, 22 Juni 2024 

Prof. Khreshna Imaduddin Ahmad Syuhada 
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SINOPSIS 

Buku ini memberikan pemaparan mengenai risiko kuantitatif yang diprediksi 
secara stokastik melalui ukuran risiko. Risiko adalah kerugian. Risiko adalah 
akibat negatif dari kegiatan (keuangan dan asuransi). Fenomena risiko dapat 
dikuantifikasi melalui peubah acak dan bersifat probabilistik; risiko ini 
kemudian disebut sebagai risiko acak atau risiko stokastik. Manajemen risiko 
secara kuantitatif dilakukan dengan menghitung prediksi risiko melalui 
ukuran risiko Value-at-Risk (VaR) dan Expected Shortfall (ES). Ukuran risiko 
VaR berbasis peluang, sedangkan ukuran risiko ES berbasis ekspektasi. 
Pemodelan dan prediksi risiko bermanfaat untuk (i) mengalokasikan 
cadangan atau modal dan (ii) menghindari risiko yang lebih besar. 

Risiko stokastik terjadi di bidang keuangan dan asuransi. Risiko pasar 
mata uang kripto dan risiko pasar energi adalah contoh risiko stokastik di 
bidang keuangan. Adapun di bidang asuransi, contoh risiko stokastik adalah 
risiko pembayaran klaim dan risiko usia lanjut (longevity risk) dan/atau risiko 
kematian (mortality risk). 

Tantangan masa depan risiko stokastik adalah penggunaan teknologi, 
termasuk kecerdasan buatan (artificial intelligence) untuk memberikan 
prediksi risiko yang lebih akurat dan pemanfaatan hasil prediksi untuk 
mendapatkan keamanan finansial (financial security) yang lebih efisien. 
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Manajemen risiko kuantitatif memerlukan statistika.  
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1 PENDAHULUAN 

Risiko atau kerugian adalah fenomena yang terjadi di berbagai bidang, 
seperti keuangan dan asuransi. Risiko dapat dikelola (managed) dengan cara 
dikuantifikasi melalui peubah acak (random loss), sehingga risiko dapat 
diprediksi melalui ukuran risiko (risk measure). Dalam kuantifikasi dan 
prediksi risiko tersebut, distribusi statistik (statistical distribution) atau model 
statistik (statistical model) yang tepat memiliki peran yang signifikan. 
Frekuensi atau banyak risiko, misalnya, lebih tepat dimodelkan melalui 
distribusi statistik diskret. Sementara itu, model statistik kontinu sering kali 
digunakan pada fenomena nilai atau severitas kerugian. 

Manajemen risiko kuantitatif (quantitative risk management) dilakukan 
melalui dua tahapan utama. Tahapan pertama adalah mendefinisikan risiko 
acak yang sesuai untuk fenomena kerugian. Di bidang keuangan, risiko dapat 
dipandang sebagai negatif dari imbal hasil (return) suatu aset. Untuk klaim 
asuransi, risiko dihitung dari banyak pembayaran atau nilai pembayaran oleh 
pihak asuransi kepada nasabah. Tahapan kedua adalah menghitung atau 
memprediksi risiko acak yang akan datang (future random risk) melalui ukuran 
risiko. Terdapat dua ukuran risiko yang telah dikenal, yaitu Value-at-Risk 
(VaR) dan Expected Shortfall (ES). Ukuran risiko VaR memiliki basis peluang, 
sedangkan ES berbasis ekspektasi. Kedua ukuran risiko ini telah mengalami 
perluasan atau modifikasi dari berbagai arah (in several directions). VaR tidak 
bersifat koheren sebagai ukuran risiko, tetapi dikenal secara luas dan menjadi 
pilihan pertama dalam mengatur sistem keuangan. Secara spesifik, 
Embrechts dkk. (2013) menyebutkan bahwa VaR merupakan suatu 
sistem/industri dan standar regulasi perbankan dan asuransi. 

Prediksi risiko stokastik melalui VaR dan ES dapat dikenakan pada 
berbagai risiko keuangan dan asuransi. Salah satu risiko yang populer adalah 
risiko pasar mata uang kripto (cryptocurrency market risk) dan kaitannya 
dengan risiko pasar energi (energy market risk). Di bidang asuransi, risiko 
pembayaran klaim (claim frequency and severity risks), risiko pada kontrak 
asuransi-reasuransi (insurance-reinsurance risk), dan risiko usia 
lanjut/mortalitas (longevity/mortality risk) merupakan risiko-risiko stokastik 
yang pemodelan statistiknya, khususnya model yang bersifat heteroskedastis, 
masih terus dikembangkan. 
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2 RISIKO ACAK 

Fenomena risiko harus dapat dikuantifikasi melalui suatu fungsi bernilai real, 
𝑋. Fungsi ini memetakan himpunan ruang sampel (fenomena) risiko Ω, ke 
himpunan bilangan real ℝ, 

𝑋: Ω → ℝ, 

yang selanjutnya disebut sebagai risiko acak atau peubah acak. Risiko acak 
memiliki karakteristik utama, yaitu berdistribusi secara statistik (statistically 
distributed). Distribusi statistik dapat diketahui melalui nama distribusi, fungsi 
peluang (probability function) 𝑓𝑋(𝑥), fungsi distribusi ((cumulative) distribution 
function) 𝐹𝑋(𝑥), fungsi kesintasan (survival function) �̅�𝑋(𝑥) = 1 − 𝐹𝑋(𝑥), fungsi 
pembangkit momen (moment generating function) 𝑀𝑋(𝑡) = E(e𝑡𝑋), atau fungsi 
pembangkit peluang (probability generating function) 𝐺𝑋(𝑠) = E(𝑠𝑋). Salah satu 
komponen penting dari distribusi statistik adalah parameter, misalnya 휃, yang 
menggambarkan profil atau karakteristik risiko dari distribusi tersebut. 

Pandang fungsi distribusi 𝐹𝑋(𝑥; 휃) dan fungsi peluang yang bersesuaian, 
yaitu 𝑓𝑋(𝑥; 휃), untuk suatu parameter 휃. Fungsi distribusi memberikan 
pemahaman mengenai peluang kumulatif/maksimal untuk suatu 
frekuensi/nilai kerugian 𝑥, yaitu 

 𝐹𝑋(𝑥; 휃) = P𝜃(𝑋 ≤ 𝑥) = ∫ 𝑓𝑋(𝑤; 휃) d𝑤
𝑥

−∞

= 1 − 𝛼, (2.1) 

untuk suatu 𝛼 ∈ (0, 1). Nilai 𝑥 yang dilekatkan pada fungsi distribusi adalah 
risiko maksimal yang dinyatakan dalam kuantil, 𝑞𝑋(1 − 𝛼; 휃). Sementara itu, 
nilai 1 − 𝛼 adalah batas toleransi yang diberikan. Grafik fungsi distribusi, 
fungsi peluang, nilai risiko maksimal, dan batas toleransi diberikan pada 
Gambar 2.1. 

 

Gambar 0.1 Grafik fungsi distribusi, fungsi peluang, nilai risiko maksimal, dan batas toleransi. 
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Distribusi statistik yang relevan untuk menggambarkan fenomena 
risiko/kerugian antara lain distribusi Poisson, binomial, dan geometrik 
(distribusi diskret) serta distribusi eksponensial, Pareto, dan lognormal 
(distribusi kontinu). Distribusi diskret digunakan untuk menyatakan banyak 
kerugian (loss frequency). Fungsi peluang 𝑓𝑋(𝑥; 휃) dari distribusi diskret dapat 
dinyatakan dalam peluang 𝑃𝜃(𝑋 = 𝑥). Untuk risiko acak 𝑋 yang berdistribusi 
Poisson dengan parameter 휃 > 0, sebagai contoh, fungsi peluang dan fungsi 
distribusinya, berturut-turut, adalah 

 𝑓𝑋(𝑥; 휃) = P𝜃(𝑋 = 𝑥) = e−𝜃
휃𝑥

𝑥!
, 𝑥 = 0, 1, 2, …, (2.2) 

 𝐹𝑋(𝑥; 휃) = {

0, 𝑥 < 0,

 ∑ e−𝜃
휃𝑤

𝑤!

⌊𝑥⌋

𝑤=0

, 𝑥 ≥ 0,
 (2.3) 

dengan 휃 = E(𝑋) = Var(𝑋) dan ⌊⋅⌋ adalah fungsi lantai (floor function). 
Sementara itu, distribusi kontinu tepat untuk memodelkan nilai/besar 
kerugian (loss severity). Distribusi eksponensial dengan parameter 휃 > 0, 
misalnya, memiliki fungsi peluang dan fungsi distribusi, berturut-turut, 

 𝑓𝑋(𝑥; 휃) = 휃e−𝜃𝑥, 𝑥 > 0, (2.4) 

 𝐹𝑋(𝑥; 휃) = {
0, 𝑥 < 0,

 1 − e−𝜃𝑥 , 𝑥 ≥ 0,
 (2.5) 

dengan 휃 = 1

E(𝑋)
. Grafik nilai risiko maksimal untuk beberapa distribusi 

statistik di atas diberikan pada Gambar 2.2. 

 

Gambar 0.2 Grafik nilai risiko maksimal dari distribusi statistik diskret dan kontinu. 
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Perhatikan bahwa fungsi distribusi dari beberapa distribusi diskret (termasuk 
distribusi Poisson) tidak dapat dinyatakan secara eksplisit. Contoh distribusi 
diskret untuk risiko acak 𝑋 dengan fungsi distribusi eksplisit adalah distribusi 
geometrik dengan parameter 휃 ∈ (0, 1), 

 𝑓𝑋(𝑥; 휃) = (1 − 휃)𝑥휃, 𝑥 = 0, 1, 2,…, (2.6) 

 𝐹𝑋(𝑥; 휃) = {
0, 𝑥 < 0,

 1 − (1 − 휃)1+⌊𝑥⌋, 𝑥 ≥ 0.
 (2.7) 

Risiko acak dapat dimodelkan tidak hanya untuk 𝑋 tetapi juga untuk koleksi 
peubah acak dari 𝑋 yang saling bebas dan berdistribusi identik (independent 
and identically distributed; dikenal sebagai sampel acak); realisasi dari sampel 
acak dikenal sebagai data risiko atau data kerugian (loss data). Misalkan 𝑋 
adalah risiko acak yang menyatakan banyak/nilai kerugian. Misalkan 
𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 adalah sampel acak dari 𝑋 yang memiliki suatu distribusi 𝒟(휃) 
dengan parameter 휃. Distribusi statistik dari 𝑋𝑖, 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛, identik 
(memiliki parameter yang sama) dengan distribusi statistik dari 𝑋. 

Di bidang keuangan, risiko acak dapat merepresentasikan imbal hasil 
(return) atau keuntungan-kerugian (profit-and-loss), 𝑅. Berbeda dengan sampel 
acak untuk data kerugian, data imbal hasil umumnya dimodelkan melalui 
koleksi peubah acak dari suatu proses stokastik. Misalkan {𝑅𝑡} adalah suatu 
proses stokastik yang merepresentasikan (perilaku) risiko imbal hasil setiap 
waktu 𝑡 ≥ 0. Koleksi peubah acak dari proses stokastik imbal hasil tersebut 
ialah 𝑅1, 𝑅2, … , 𝑅𝑛  yang menyatakan peubah acak imbal hasil pada waktu ke-1, 
ke-2, hingga ke-𝑛. 

Distribusi statistik dari 𝑅𝑡 | 𝑅𝑡−1, 𝑅𝑡−2, … , 𝑅1 adalah distribusi bersyarat 
(conditional distribution) yang dapat memiliki mean bersyarat dan variansi 
bersyarat yang berubah menurut waktu 𝑡, yaitu 𝜇𝑡 = E(𝑅𝑡 | ⋅) dan 𝜎𝑡2 =
Var(𝑅𝑡 | ⋅); 𝜎𝑡2 disebut sebagai volatilitas, dan 𝑅𝑡 bersifat heteroskedastis. 
Sebagai contoh, 𝜇𝑡 dan 𝜎𝑡2 mengikuti persamaan 

 𝜇𝑡 = 𝑎0 + 𝑎1𝑅𝑡−1, (2.8) 

 𝜎𝑡
2 = 𝑏0 + 𝑏1(𝑅𝑡−1 − 𝜇𝑡−1)

2, (2.9) 

untuk suatu 𝑎0, 𝑎1 ∈ ℝ, 𝑏0 > 0, dan 𝑏1 ≥ 0. Dalam hal ini, 𝑅𝑡 dikatakan 
mengikuti suatu kombinasi dari model AR (autoregressive, orde 1, untuk 
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komponen 𝜇𝑡) dan ARCH (autoregressive conditional heteroscedastic, orde 1, 
untuk komponen 𝜎𝑡2). Untuk menjamin bahwa {𝑅𝑡} bersifat stasioner (lemah), 
haruslah |𝑎1| < 1 dan 𝑏1 < 1 (Engle, 1982; Tsay, 2010). Secara khusus, 𝑎1 dan 
𝑏1 berturut-turut menyatakan ukuran persistensi mean bersyarat dan 
persistensi volatilitas. Dengan kata lain, 𝑎1 mengukur pengaruh imbal hasil 
pada waktu sebelumnya, 𝑅𝑡−1, terhadap mean bersyarat pada waktu sekarang, 
𝜇𝑡, sedangkan 𝑏1 mengukur pengaruh imbal hasil kuadrat pada waktu 
sebelumnya, (𝑅𝑡−1 − 𝜇𝑡−1)2, terhadap volatilitas pada waktu sekarang, 𝜎𝑡2. 

Komponen 𝜎𝑡2 pada Persamaan (2.9) dapat diperumum dengan 
memerhatikan pengaruh volatilitas pada waktu sebelumnya, 𝜎𝑡−12 , yaitu 𝜎𝑡2 =
𝑏0 + 𝑏1(𝑅𝑡−1 − 𝜇𝑡−1)

2 + 𝑏2𝜎𝑡−1
2  (generalized ARCH (GARCH), orde (1, 1); 

Bollerslev, 1986). Untuk membedakan pengaruh “𝑅𝑡−1 − 𝜇𝑡−1 < 0” dan 
“𝑅𝑡−1 − 𝜇𝑡−1 ≥ 0” terhadap 𝜎𝑡2, persamaan 𝜎𝑡2 dapat dikembangkan lebih 
lanjut menjadi 

𝜎𝑡
2 = 𝑏0 + 𝑏1(𝑅𝑡−1 − 𝜇𝑡−1)

2 + 𝑏2𝜎𝑡−1
2 + 𝑏3(𝑅𝑡−1 − 𝜇𝑡−1)

2𝐼{𝑅𝑡−1<𝜇𝑡−1}, (2.10) 

untuk suatu fungsi indikator 𝐼{𝑅𝑡−1<𝜇𝑡−1} yang memiliki nilai satu jika “𝑅𝑡−1 −
𝜇𝑡−1 < 0” atau nol jika “𝑅𝑡−1 − 𝜇𝑡−1 ≥ 0” (Glosten-Jagannathan-Runkle/GJR-
GARCH, orde (1, 1); Glosten dkk., 1993). Jika 𝑏3 > 0, maka “𝑅𝑡−1 − 𝜇𝑡−1 < 0” 
memberikan pengaruh yang lebih besar terhadap 𝜎𝑡2, dan 𝜎𝑡2 dikatakan 
bersifat asimetris. Sebaliknya, jika 𝑏3 < 0, maka 𝜎𝑡2 bersifat asimetris 
terbalik (inverse asymmetric). 

Secara umum, 𝑅𝑡 dapat dinyatakan sebagai 

 𝑅𝑡 = 𝜇𝑡 +√𝜎𝑡
2 휀𝑡, (2.11) 

dengan {휀𝑡} adalah proses inovasi yang memiliki distribusi kontinu standar 
(dengan mean nol dan variansi satu), yaitu 휀𝑡 ∼ 𝒟(0, 1); akibatnya, distribusi 
bersyarat dari 𝑅𝑡 | 𝑅𝑡−1, 𝑅𝑡−2, … , 𝑅1 adalah 𝒟(𝜇𝑡 , 𝜎𝑡2). Distribusi kontinu 
standar 𝒟(0, 1) yang sering digunakan antara lain distribusi normal standar, 
𝒩(0, 1), dan distribusi t standar, 𝑡(0, 1, 𝜈), yang memiliki fungsi peluang, 
berturut-turut, 

𝑓
𝑡
N(휀) = 𝜙(휀) =

1

√2π
e−

1
2
2
, 휀 ∈ ℝ, (2.12) 
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𝑓
𝑡
t (휀; 𝜈) = 𝑡(휀; 𝜈) =

𝛤 (
𝜈 + 1
2

)

√π𝜈 𝛤 (
𝜈
2
)
(1 +

휀2

𝜈 − 2
)

−
𝜈+1
2

, 휀 ∈ ℝ, (2.13) 

dengan 𝜈 > 2 menyatakan derajat kebebasan, dan 𝛤 adalah fungsi gama. 
Fungsi distribusi normal standar dan t standar tidak dapat dinyatakan secara 
eksplisit. 

Sebagai alternatif, 휀𝑡 dapat diasumsikan mengikuti distribusi SU Johnson 
standar yang diperoleh melalui transformasi dari distribusi normal standar. 
Jika 

 휀𝑡 = 휁(𝛾, 𝛿) + 휂(𝛾, 𝛿) sinh (
𝑍𝑡 − 𝛾

𝛿
), (2.14) 

dengan 𝑍𝑡 ∼ 𝒩(0, 1) serta 휁(𝛾, 𝛿) = 휂(𝛾, 𝛿)e2𝛿
−2
sinh (

𝛾

𝛿
) dan 휂(𝛾, 𝛿) =

[
1

2
(e𝛿

−2
− 1) (e𝛿

−2
cosh (2

𝛾

𝛿
) + 1)]

−1
 untuk suatu 𝛾 ∈ ℝ dan 𝛿 > 0, maka 휀𝑡 

dikatakan memiliki distribusi SU Johnson standar 𝒥SU(0, 1, 𝛾, 𝛿) (Hakim dkk., 
2022; Hakim dan Syuhada, 2023). Fungsi peluang dan fungsi distribusinya, 
berturut-turut, adalah 

𝑓
𝑡
SU(휀; 𝛾, 𝛿) =

𝛿
휂(𝛾, 𝛿)

 𝜙 [𝛾 + 𝛿 sinh−1 (
휀 − 휁(𝛾, 𝛿)
휂(𝛾, 𝛿)

)]

[1 + (
휀 − 휁(𝛾, 𝛿)
휂(𝛾, 𝛿)

)
2

]

1/2 , 휀 ∈ ℝ, (2.15) 

𝐹
𝑡
SU(휀; 𝛾, 𝛿) = 𝛷 [𝛾 + 𝛿 sinh−1 (

휀 − 휁(𝛾, 𝛿)

휂(𝛾, 𝛿)
)] , 휀 ∈ ℝ, (2.16) 

dengan 𝛷(⋅) adalah fungsi distribusi normal standar. Grafik fungsi peluang 
dan fungsi distribusi dari 𝒥SU(0; 1; 1,16; 1,66) beserta perbandingannya 
terhadap fungsi peluang dan fungsi distribusi dari 𝒩(0, 1) dan 𝑡(0, 1, 5) 
diberikan pada Gambar 2.3. Perhatikan bahwa distribusi 𝒩(0, 1) dan 𝑡(0, 1, 5) 
bersifat simetris, sedangkan distribusi 𝒥SU(0; 1; 1,16; 1,66) bersifat menceng 
dengan koefisien kemencengan −1,5. Selain itu, distribusi 𝑡(0, 1, 5) dan 
𝒥SU(0; 1; 1,16; 1,66) berekor tebal dengan koefisien kurtosis yang bernilai 
sembilan. 
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Gambar 0.3 Grafik fungsi peluang dan fungsi distribusi dari distribusi normal standar, t standar, dan 
SU Johnson standar. 
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3 UKURAN RISIKO 

Risiko acak pada waktu yang akan datang dapat diprediksi melalui ukuran 
risiko (risk measure), 𝜚. Ukuran risiko adalah fungsi yang memetakan 
himpunan risiko acak 𝒳, ke himpunan bilangan real ℝ, 

𝜚:𝒳 → ℝ. 

Ukuran risiko 𝜚 bersifat koheren jika 𝜚 memenuhi empat aksioma berikut 
(Artzner dkk., 1999; Tse, 2009): 

1. TI (translational invariance): 𝜚(𝑋 + 𝑎) = 𝜚(𝑋) + 𝑎 untuk setiap 𝑋 ∈ 𝒳 dan 
𝑎 ∈ ℝ; aksioma ini menyatakan bahwa peningkatan atau penurunan 
risiko sebesar 𝑎 mengakibatkan peningkatan atau penurunan ukuran 
risikonya sebesar 𝑎 pula; 

2. S (subadditivity): 𝜚(𝑋 + 𝑌) ≤ 𝜚(𝑋) + 𝜚(𝑌) untuk setiap 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒳; aksioma 
ini mengindikasikan bahwa ukuran risiko dari gabungan dua risiko tidak 
melebihi jumlahan ukuran risiko dari masing-masing risiko; artinya, 
individu, perusahaan asuransi, atau institusi keuangan haruslah 
menggabungkan risiko-risikonya daripada memperlakukan risiko-risiko 
tersebut secara terpisah; 

3. PH (positive homogeneity): 𝜚(𝑎𝑋) = 𝑎 𝜚(𝑋) untuk setiap 𝑋 ∈ 𝒳 dan 𝑎 > 0; 
aksioma ini menjamin bahwa perubahan satuan/mata uang dari risiko 
tidak mengubah ukuran risikonya; 

4. M (monotonicity): 𝜚(𝑋) ≤ 𝜚(𝑌) untuk setiap 𝑋, 𝑌 ∈ 𝒳 dengan 𝑋 ≤ 𝑌; 
aksioma ini menyatakan bahwa jika suatu risiko tidak melebihi risiko 
lain, maka ukuran risiko dari risiko pertama juga tidak akan melebihi 
ukuran risiko dari risiko kedua. 

Ukuran risiko yang koheren diperlukan bagi individu, perusahaan 
asuransi, atau institusi keuangan untuk mengelola risiko secara efektif. 

Ukuran risiko yang telah dikenal adalah mean 𝜇 dan deviasi standar √𝜎2. 
Ukuran risiko dapat juga merupakan fungsi mean dan deviasi standar yang 
dikenal sebagai SDPP (standard-deviation principle premium), yaitu 

 SDPP1−𝛼(𝑋) = 𝜇 + 𝛷
−1(1 − 𝛼) √𝜎2, (3.1) 
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untuk suatu 𝛼 ∈ (0, 1), dengan 𝛷−1 adalah ukuran risiko dari risiko acak 
normal standar. Ukuran risiko SDPP memiliki kemudahan/fleksibilitas dalam 
praktik perhitungan pada data riil (Syuhada dkk., 2022c, 2024b). Namun, SDPP 
tidak koheren karena ukuran risiko ini tidak memenuhi Aksioma M (Tse, 
2009). 

Value-at-Risk (VaR) 

Value-at-Risk (VaR) adalah ukuran risiko yang berbasis peluang; ukuran 
risiko VaR sangat populer dan telah digunakan secara luas. Namun, VaR tidak 
bersifat koheren karena VaR tidak memenuhi Aksioma S. Secara khusus, VaR 
dari risiko acak normal adalah SDPP. Ukuran risiko lain yang merupakan 
pengembangan VaR adalah Expected Shortfall (ES) atau Tail VaR (TVaR) atau 
Conditional Tail Expectation (CTE) yang bersifat koheren (Artzner dkk., 1999; 
Tse, 2009; McNeil dkk., 2015). 

VaR dapat diterjemahkan sebagai risiko terbesar/maksimal yang akan 
dihadapi individu, perusahaan asuransi, atau institusi keuangan dengan 
tingkat keyakinan tertentu. Hal ini relevan dengan kuantil yang telah 
dijelaskan sebelumnya. Nilai risiko terbesar/maksimal ini dinyatakan secara 
probabilistik melalui invers fungsi distribusi. Dengan demikian, untuk 
sebarang risiko acak 𝑋 dengan fungsi distribusi 𝐹𝑋, ukuran risiko VaR dari 𝑋 
dapat dihitung melalui formula berikut. 

 VaR1−𝛼(𝑋) = 𝐹𝑋
−1(1 − 𝛼) = inf{𝑥 ∈ ℝ:𝐹𝑋(𝑥) ≥ 1 − 𝛼}, (3.2) 

untuk suatu 𝛼 ∈ (0, 1), dengan 𝐹𝑋−1(⋅) adalah invers fungsi distribusi dari 𝑋 
(Tse, 2009; McNeil dkk., 2015). Menurut teori prediksi statistik (statistical 
prediction theory), VaR adalah aplikasi dari konsep prediksi statistik. Secara 
khusus, VaR adalah batas atas dari suatu selang prediksi. 

Menurut Syuhada dkk. (2023a), VaR dapat dihitung sebagai berikut. 
Misalkan terdapat koleksi risiko acak 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 dari 𝑋. VaR dihitung dengan 
menentukan realisasi dari koleksi risiko acak tersebut dan mengurutkannya 
menjadi 𝑥(1), 𝑥(2), … , 𝑥(𝑛). Selanjutnya, VaR ditetapkan melalui nilai 𝐹𝑋(𝑥(𝑗)), 
untuk suatu 𝑗, sehingga nilai fungsi distribusi tersebut setidaknya 1 − 𝛼. 
Sebagai ilustrasi, posisi prediksi VaR0,95 sebagai nilai observasi dari risiko acak 
eksponensial, Pareto, normal, dan t diberikan pada Gambar 3.1. 
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Gambar 0.4 Posisi prediksi VaR0,95 dari risiko acak eksponensial, Pareto, normal, dan t. 

 

Gambar 0.5 Keakuratan prediksi VaR dari risiko acak eksponensial, Pareto, normal, dan t. 
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Setelah prediksi VaR dihitung, keakuratan prediksi dapat diuji 
(backtesting) dengan cara menentukan rasio “banyak observasi risiko yang 
bernilai lebih kecil daripada atau sama dengan prediksi VaR” relatif terhadap 
“total banyak observasi risiko”. Selanjutnya, nilai rasio ini, yang disebut 
sebagai Correct-VaR, dibandingkan dengan tingkat keyakinan 1 − 𝛼. Jika 
selisih keduanya semakin kecil, maka prediksi VaR dikatakan semakin akurat. 
Sebagai ilustrasi, keakuratan prediksi VaR dari risiko acak eksponensial, 
Pareto, normal, dan t diberikan pada Gambar 3.2. 

Secara teoretis, misalkan distribusi dari risiko acak 𝑋 bergantung pada 
suatu parameter, 휃, yang tidak diketahui. Kemudian, koleksi risiko acak 
𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 dari 𝑋 digunakan untuk menentukan suatu penaksir, 휃̂, dari 휃. 
Karena VaR1−𝛼;𝜃(𝑋) = 𝑞𝑋(1 − 𝛼; 휃), prediksi VaR dapat ditentukan sebagai 
berikut: VaR1−𝛼;�̂�(𝑋) = 𝑞𝑋(1 − 𝛼; 휃̂), yang disebut sebagai prediksi esimative-
VaR (Syuhada dkk., 2020). Keakuratan prediksi estimative-VaR tersebut dapat 
diukur dengan menghitung peluang cakupan (coverage probability), yaitu 

 P𝜃 (𝑋 ≤ VaR1−𝛼;�̂�(𝑋)) = E𝜃[𝐹𝑋(VaR1−𝛼;�̂�(𝑋); 휃)]. (3.3) 

Selisih antara peluang cakupan dan tingkat keyakinan 1 − 𝛼 memenuhi 

 𝛥(휃) = P𝜃 (𝑋 ≤ VaR1−𝛼;�̂�(𝑋)) − (1 − 𝛼) = 𝑂(𝑛−1). (3.4) 

Artinya, jika risiko-risiko acak yang digunakan semakin banyak, maka selisih 
𝛥(휃) semakin dekat dengan nol, sehingga prediksi estimative-VaR semakin 
akurat. 

Improved-VaR 

Ukuran risiko VaR telah dikembangkan dengan beberapa arah (in several 
directions). Pengembangan pertama adalah improved-VaR, yaitu ukuran 
risiko VaR yang dimodifikasi sehingga selisih antara peluang cakupan dan 

tingkat keyakinan 1 − 𝛼 menjadi terbatas di 𝑂(𝑛−3/2). Kabaila dan Syuhada 
(2008, 2010), Syuhada dan Saputra (2015), serta Syuhada (2020) mengusulkan 
prediksi improved-VaR sebagai berikut. 
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 VaR 
+

1−𝛼;�̂�(𝑋) = VaR1−𝛼;�̂�(𝑋) −
𝛥(휃̂)

𝑓𝑋(VaR1−𝛼;�̂�(𝑋); 휃̂)
, (3.5) 

dengan P𝜃 (𝑋 ≤ VaR 
+

1−𝛼;�̂�(𝑋)) − (1 − 𝛼) = 𝑂(𝑛−3/2). Perbandingan 

keakuratan prediksi improved-VaR, relatif terhadap prediksi estimative-VaR, 
dari risiko acak eksponensial, Pareto, normal, dan t diberikan pada Gambar 
3.3. Terlihat bahwa prediksi improved-VaR memiliki peluang cakupan yang 
lebih dekat dengan tingkat keyakinan 1 − 𝛼 yang ditetapkan. 

 

Gambar 0.6 Keakuratan prediksi estimative-VaR dan improved-VaR dari risiko acak eksponensial, 
Pareto, normal, dan t. 

Expected Shortfall (ES) 

Pengembangan kedua VaR adalah dengan menentukan ekspektasi atau mean 
dari semua nilai observasi risiko yang lebih besar daripada VaR. Ukuran risiko 
ini disebut sebagai Expected Shortfall (ES) atau Tail VaR (TVaR) atau 
Conditional Tail Expectation (CTE) (Artzner dkk., 1999), 

 ES1−𝛼;𝜃(𝑋) = E𝜃 (𝑋 | 𝑋 > VaR1−𝛼;𝜃(𝑋)). (3.6) 

Ukuran risiko ES tersebut memberikan informasi mengenai nilai-nilai risiko 
yang melebihi VaR (dengan diwakili oleh meannya). Dengan demikian, ES 
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dapat mengatasi kelemahan VaR yang hanya bergantung pada tingkat 
keyakinan atau peluang terjadinya nilai risiko. 

Sebagai alternatif untuk estimative-ES, ES1−𝛼;�̂�(𝑋), Rohmawati dan 
Syuhada (2015) serta Syuhada dkk. (2022a) mengusulkan ukuran risiko 
improved-ES, ES 

+
1−𝛼;�̂�(𝑋). Prediksi nilai risiko maksimal, (estimative- dan 

improved-) VaR, serta prediksi mean obervasi risiko yang lebih besar daripada 
VaR, yaitu (estimative- dan improved-) ES, dari risiko acak eksponensial, 
Pareto, normal, dan t diberikan pada Gambar 3.4. 

 

Gambar 0.7 Prediksi nilai risiko maksimal, (estimative- dan improved-) VaR, serta prediksi mean 
observasi risiko yang lebih besar daripada VaR, (estimative- dan improved-) ES, dari risiko 
acak eksponensial, Pareto, normal, dan t. 

VaR dan ES Berbasis Kuantil dan Ekspektil 

Ukuran risiko berikutnya dihitung berdasarkan basis formulasi. Sejauh ini, 
formulasi VaR dilakukan menggunakan basis kuantil (quantile), yaitu 
qVaR1−𝛼;𝜃(𝑋) = 𝑞𝑋(1 − 𝛼; 휃). Melalui ekspektasi fungsi kerugian linier 
sepotong-sepotong (piecewise), 𝑞𝑋(1 − 𝛼; 휃) dapat dirumuskan sebagai berikut 
(Kuan dkk., 2009): 
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𝑞𝑋(1 − 𝛼; 휃) = arg min
𝑤∈ℝ

E𝜃[𝛼(𝑋 − 𝑤)− + (1 − 𝛼)(𝑋 − 𝑤)+], (3.7) 

dengan 𝑦− = (−𝑦) ∨ 0 = maks{−𝑦, 0} dan 𝑦+ = 𝑦 ∨ 0 = maks{𝑦, 0}. Basis 

kuantil ini mengakibatkan bahwa ukuran risiko qVaR memenuhi P𝜃 (𝑋 ≤

qVaR1−𝛼;𝜃(𝑋)) = 1 − 𝛼, sehingga ukuran risiko tersebut hanya bergantung 

pada tingkat keyakinan atau peluang terjadinya nilai risiko. 

Menurut Kuan dkk. (2009), formulasi VaR dapat juga dilakukan 
menggunakan basis ekspektil (expectile) melalui ekspektasi fungsi kerugian 
kuadratik sepotong-sepotong, yaitu 

eVaR1−𝛼;𝜃(𝑋) = 𝑒𝑋(1 − 𝛼; 휃) 
= arg min

𝑤∈ℝ
E𝜃[𝛼(𝑋 − 𝑤)−

2 + (1 − 𝛼)(𝑋 − 𝑤)+
2 ]. (3.8) 

Basis ekspektil ini mengakibatkan bahwa ukuran risiko eVaR memenuhi 

𝐸𝜃 (|𝑋 − eVaR1−𝛼;𝜃(𝑋)| 𝐼{𝑋≤eVaR1−𝛼;𝜃(𝑋)}) 𝐸𝜃(|𝑋 − eVaR1−𝛼;𝜃(𝑋)|)⁄ = 1 − 𝛼. 

Artinya, ukuran risiko tersebut bergantung pada seluruh magnitudo risiko 
selain peluang kejadiannya. 

Syuhada dkk. (2023 (a)) mengusulkan algoritma perhitungan prediksi VaR 
dan ES berbasis kuantil dan ekspektil dengan prinsip ekspektasi. Algoritma 
yang dihasilkan adalah sebagai berikut. 

Algoritma 1 (VaR berbasis kuantil, qVaR). Pandang suatu simulasi yang 
terdiri atas 𝑚 pengulangan yang saling bebas; pengulangan ke-𝑘 (𝑘 =
1, 2, … ,𝑚) terdiri atas langkah-langkah berikut. 

• Langkah 1: Bangkitkan suatu realisasi sampel acak 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  dari 𝑋 
dengan parameter 휃 tertentu. 

• Langkah 2: Untuk suatu 𝛼 ∈ (0, 1), cari qVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋) sehingga 

qVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋) = arg min

𝑤∈ℝ

∑ [𝛼(𝑥𝑗 − 𝑤)− +
(1 − 𝛼)(𝑥𝑗 −𝑤)+] 𝑓𝑋(𝑥𝑗; 휃)

𝑛
𝑗=1

∑ 𝑓𝑋(𝑥𝑗; 휃)
𝑛
𝑗=1

. 

Dengan demikian, prediksi qVaR dengan prinsip ekspektasi adalah mean dari 

{qVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

𝑘=1

𝑚
 yaitu qVaR̂1−𝛼;𝜃(𝑋) =

1

𝑚
∑ qVaR̂1−𝛼;𝜃

(𝑘) (𝑋)𝑚
𝑘=1 . 
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Algoritma 2 (VaR berbasis ekspektil, eVaR). Pandang suatu simulasi yang 
terdiri atas 𝑚 pengulangan yang saling bebas; pengulangan ke-𝑘 (𝑘 =
1, 2, … ,𝑚) terdiri atas langkah-langkah berikut. 

• Langkah 1: Bangkitkan suatu realisasi sampel acak 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛  dari 𝑋 
dengan parameter 휃 tertentu. 

• Langkah 2: Untuk suatu 𝛼 ∈ (0, 1), cari eVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋) sehingga 

eVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋) = arg min

𝑤∈ℝ

∑ [𝛼(𝑥𝑗 −𝑤)−
2
+ (1 − 𝛼)(𝑥𝑗 −𝑤)+

2
] 𝑓𝑋(𝑥𝑗; 휃)

𝑛
𝑗=1

∑ 𝑓𝑋(𝑥𝑗; 휃)
𝑛
𝑗=1

. 

Dengan demikian, prediksi eVaR dengan prinsip ekspektasi adalah mean dari 

{eVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

𝑘=1

𝑚
 yaitu eVaR̂1−𝛼;𝜃(𝑋) =

1

𝑚
∑ eVaR̂1−𝛼;𝜃

(𝑘) (𝑋)𝑚
𝑘=1 . 

Algoritma 3 (ES berbasis kuantil, qES). Setelah qVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋) diperoleh dari 

pengulangan ke-𝑘 (𝑘 = 1, 2,… ,𝑚) pada Algoritma 1, pengulangan tersebut 
dilanjutkan dengan langkah-langkah berikut. 

• Langkah 1: Dari realisasi sampel acak 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, tentukan nilai fungsi 
indikator 𝐼

{𝑥𝑗>qVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

, 𝑗 = 1, 2, … , 𝑛. 

• Langkah 2: Hitung 

 qEŜ1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋) =

∑ 𝑥𝑗  𝑓𝑋(𝑥𝑗; 휃) 𝐼{𝑥𝑗>qVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

𝑛
𝑗=1

∑ 𝑓𝑋(𝑥𝑗; 휃) 𝐼{𝑥𝑗>qVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

𝑛
𝑗=1

.  

Dengan demikian, prediksi qES dengan prinsip ekspektasi adalah mean dari 

{qEŜ1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

𝑘=1

𝑚
 yaitu qEŜ1−𝛼;𝜃(𝑋) =

1

𝑚
∑ qEŜ1−𝛼;𝜃

(𝑘) (𝑋)𝑚
𝑘=1 . 

Algoritma 4 (ES berbasis ekspektil, eES). Setelah eVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋) diperoleh dari 

pengulangan ke-𝑘 (𝑘 = 1, 2,… ,𝑚) pada Algoritma 2, pengulangan tersebut 
dilanjutkan dengan langkah-langkah berikut. 

• Langkah 1: Dari realisasi sampel acak 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛, tentukan nilai fungsi 
indikator 𝐼

{𝑥𝑗>eVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

, 𝑗 = 1, 2,… , 𝑛. 

• Langkah 2: Hitung 
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 eEŜ1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋) =

∑ 𝑥𝑗  𝑓𝑋(𝑥𝑗; 휃) 𝐼{𝑥𝑗>eVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

𝑛
𝑗=1

∑ 𝑓𝑋(𝑥𝑗; 휃) 𝐼{𝑥𝑗>eVaR̂1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

𝑛
𝑗=1

.  

Dengan demikian, prediksi eES dengan prinsip ekspektasi adalah mean dari 

{eEŜ1−𝛼;𝜃
(𝑘) (𝑋)}

𝑘=1

𝑚
 yaitu eEŜ1−𝛼;𝜃(𝑋) =

1

𝑚
∑ eEŜ1−𝛼;𝜃

(𝑘) (𝑋)𝑚
𝑘=1 . 

Berdasarkan algoritma-algoritma di atas, hasil perhitungan prediksi qVaR, 
eVaR, qES, dan eES dari risiko acak eksponensial, Pareto, normal, dan t 
diberikan pada Gambar 3.5. 

 

Gambar 0.8 Prediksi ukuran risiko berbasis kuantil (qVaR, qES) dan ekspektil (eVaR, eES) dari risiko 
acak eksponensial, Pareto, normal, dan t. 

Perluasan ES 

Selanjutnya, pengembangan ukuran risiko dapat dilakukan dengan 
memanfaatkan batasan risiko acak yang menjadi syarat penentuan ES. 
Misalkan risiko acak 𝑋 diukur menggunakan ukuran risiko, ES, dengan 
memerhatikan risiko acak bersyarat 𝑋 | 𝑋 > VaR1−𝛼(𝑋) sebagai berikut. 

ES1−𝛼(𝑋) = E(𝑋 | 𝑋 > VaR1−𝛼(𝑋)) = E(𝑋 | VaR1−𝛼(𝑋) < 𝑋 < ∞), (3.9) 
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yang menggunakan batas bawah VaR1−𝛼(𝑋). Jadhav dkk. (2009, 2013) serta 
Cont dkk. (2010) memberikan batas atas VaR1−𝛼∗(𝑋), sehingga diperoleh 
Modified ES (MES) atau Range VaR (RVaR), yaitu 

 MES1−𝛼,1−𝛼∗(𝑋) = E(𝑋 | VaR1−𝛼(𝑋) < 𝑋 < VaR1−𝛼∗(𝑋)), (3.10) 

dengan 0 < 𝛼∗ < 𝛼 < 1 (atau 0 < 1 − 𝛼 < 1 − 𝛼∗ < 1). Sementara itu, Brahim 
dkk. (2018) serta Ji dkk. (2021) mengusulkan Copula ES (CES) atau Joint ES 
(JES) dengan memerhatikan risiko acak 𝑋 jika diberikan risiko acak lain, 𝑌, 
yaitu 

CES1−𝛼|1−𝛽(𝑋 | 𝑌) = E(𝑋 | VaR1−𝛼(𝑋) < 𝑋 < ∞,VaR1−𝛽(𝑌) < 𝑌 < ∞), (3.11) 

dengan 0 < 𝛼, 𝛽 < 1. Selanjutnya, Josaphat dan Syuhada (2021), Josaphat dkk. 
(2021), serta Syuhada dkk. (2022b) memperkenalkan ukuran risiko baru, 
Dependent ES (DES), yaitu 

DES1−𝛼,1−𝛼∗|1−𝛽,1−𝛽∗(𝑋 | 𝑌)

= E (𝑋 | VaR1−𝛼(𝑋) < 𝑋 < VaR1−𝛼∗(𝑋), VaR1−𝛽(𝑌) < 𝑌 < VaR1−𝛽∗(𝑌)), 
(3.12) 

yang mengawetkan sifat koherensi ukuran risiko, dengan 0 < 𝛼∗ < 𝛼 < 1 
(atau 0 < 1 − 𝛼 < 1 − 𝛼∗ < 1) dan 0 < 𝛽∗ < 𝛽 < 1 (atau 0 < 1 − 𝛽 < 1 − 𝛽∗ <
1). Suatu copula 𝐶𝑈,𝑉(⋅,⋅), yang merupakan fungsi distribusi bersama dari 𝑈 =
𝐹𝑋(𝑋) ∼ 𝒰(0, 1) dan 𝑉 = 𝐹𝑌(𝑌) ∼ 𝒰(0, 1), digunakan untuk menentukan 
fungsi distribusi bersama 

 𝐹𝑋,𝑌(𝑥, 𝑦) = 𝐶𝑈,𝑉(𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌(𝑦)) = 𝐶𝑈,𝑉(𝑢, 𝑣) (3.13) 

(dan fungsi distribusi bersyaratnya). Melalui copula Farlie–Gumbel–
Morgenstern (FGM), 𝐶𝑈,𝑉

FGM(𝑢, 𝑣;𝜔) = 𝑢𝑣[1 + 𝜔(1 − 𝑢)(1 − 𝑣)], dengan 
parameter 𝜔 ∈ [−1, 1], nilai DES0,95; 1−𝛼∗|0,95; 1−𝛽∗(𝑋 | 𝑌) dari risiko acak 
eksponensial, Pareto, normal, dan t serta perbandingannya terhadap 
VaR0,95(𝑋), ES0,95(𝑋), MES0,95; 1−𝛼∗(𝑋), dan CES0,95|0,95(𝑋 | 𝑌) diberikan pada 
Gambar 3.6. Terlihat bahwa nilai MES0,95; 1−𝛼∗(𝑋) dan 
DES0,95; 1−𝛼∗|0,95; 1−𝛽∗(𝑋 | 𝑌) berada di antara nilai VaR0,95(𝑋) dan ES0,95(𝑋) 
karena keduanya didefinisikan pada VaR0,95(𝑋) < 𝑋 < VaR1−𝛼∗(𝑋). 
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VaR dengan Momen Orde Tinggi 

Untuk suatu risiko acak 𝑋 dengan mean 𝜇𝑋 dan variansi 𝜎𝑋2, perhatikan bahwa 
ukuran risiko VaR dari 𝑋 dapat dituliskan sebagai 

 VaR1−𝛼(𝑋) = 𝜇𝑋 +√𝜎𝑋
2 𝑧1−𝛼, (3.14) 

dengan 𝑧1−𝛼 = 𝑞𝑍(1 − 𝛼) menyatakan kuantil dari risiko acak standar 𝑍 =

(𝑋 − 𝜇𝑋) √𝜎𝑋
2⁄ . 

 

Gambar 0.9 DES0,95; 1–α*|0,95; 1–β* dari risiko acak eksponensial, Pareto, normal, dan t berbasis copula 
FGM serta perbandingannya terhadap VaR0,95, ES0,95, MES0,95; 1–α*, dan CES0,95|9,95. 

Dengan memanfaatkan ekspansi Cornish–Fisher (CF), kuantil 𝑧1−𝛼 dapat 
diekspansi dalam kuantil normal standar 𝛷1−𝛼−1 = 𝛷−1(1 − 𝛼), yaitu 

𝑧 
CF

1−𝛼(𝜉𝑋 , 𝜅𝑋) = He1(𝛷1−𝛼
−1 ) +

𝜉𝑋
6
He2(𝛷1−𝛼

−1 ) +
𝜅𝑋 − 3

24
He3(𝛷1−𝛼

−1 )

−
𝜉𝑋
2

36
(He1(𝛷1−𝛼

−1 ) + 2He3(𝛷1−𝛼
−1 )). 

(3.15) 

Dalam hal ini, He1(𝑧) = 𝑧, He2(𝑧) = 𝑧2 − 1, dan He3(𝑧) = 𝑧3 − 3𝑧 adalah 
polinomial-polinomial Hermite, sedangkan 𝜉𝑋 dan 𝜅𝑋 berturut-turut adalah 
koefisien kemencengan dan koefisien kurtosis dari 𝑋 (Cornish dan Fisher, 
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1938; Mauleon dan Perote, 2000). Dengan demikian, VaR dapat dimodifikasi 
dengan melibatkan momen-momen orde tinggi tersebut sebagai berikut 
(Christoffersen dan Gonçalves, 2005): 

 VaR 
CF

1−𝛼(𝑋) = 𝜇𝑋 + √𝜎𝑋
2 𝑧 
CF

1−𝛼(𝜉𝑋, 𝜅𝑋). (3.16) 

Ukuran Risiko Sistemis 

Selanjutnya, ukuran risiko VaR dapat dihitung untuk risiko acak 𝑋 jika 
diberikan nilai VaR dari risiko acak lain, 𝑌, sehingga diperoleh ukuran risiko 
Conditional VaR (CoVaR), yaitu 

 CoVaR1−𝛼|1−𝛽(𝑋 | 𝑌) = VaR1−𝛼 (𝑋 | 𝑌 = VaR1−𝛽(𝑌)). (3.17) 

CoVaR diperkenalkan oleh Adrian dan Brunnermeier (2016) untuk mengukur 
risiko sistemis, yaitu risiko yang menyebar dari suatu institusi keuangan ke 
institusi keuangan lain. Hakim dkk. (2022) serta Hakim dan Syuhada (2023) 
mempertimbangkan perluasan CoVaR, Multiple CoVaR (MCoVaR), dari risiko 
acak 𝑋 jika diberikan syarat 𝐘 = 𝐕𝐚𝐑𝟏−𝛃(𝐘), yaitu 

 MCoVaR1−𝛼|𝟏−𝛃(𝑋 | 𝐘) = VaR1−𝛼 (𝑋 | 𝐘 = 𝐕𝐚𝐑𝟏−𝛃(𝐘)), (3.18) 

dengan 𝐘 = (𝑌1, … , 𝑌𝑁)
⊤, 𝐕𝐚𝐑𝟏−𝛃(𝐘) = (VaR1−𝛽1(𝑌1), … , VaR1−𝛽𝑁(𝑌𝑁))

⊤
, dan 

𝟏 − 𝛃 = (1 − 𝛽1, … ,1 − 𝛽𝑁)
⊤ ∈ (0, 1)𝑑, untuk suatu bilangan bulat positif 𝑁. 

Kemudian, dengan melibatkan momen-momen bersyarat orde tinggi 
𝜇𝑋|𝑌, 𝜎𝑋|𝑌

2 , 𝜉𝑋|𝑌, 𝜅𝑋|𝑌 dari 𝑋 | 𝑌 = VaR1−𝛽(𝑌) serta momen-momen bersyarat 

orde tinggi 𝜇𝑋|𝐘, 𝜎𝑋|𝐘
2 , 𝜉𝑋|𝐘, 𝜅𝑋|𝐘 dari 𝑋 | 𝐘 = 𝐕𝐚𝐑𝟏−𝛃(𝐘), Hakim dkk. (2022) 

memodifikasi CoVaR serta MCoVaR melalui ekspansi CF sebagai berikut. 

 CoVaR 
CF

1−𝛼|1−𝛽(𝑋 | 𝑌) = 𝜇𝑋|𝑌 +√𝜎𝑋|𝑌
2  𝑧 

CF
1−𝛼(𝜉𝑋|𝑌, 𝜅𝑋|𝑌), (3.19) 

 MCoVaR 
CF

1−𝛼|𝟏−𝛃(𝑋 | 𝐘) = 𝜇𝑋|𝐘 +√𝜎𝑋|𝐘
2  𝑧 

CF
1−𝛼(𝜉𝑋|𝐘, 𝜅𝑋|𝐘). (3.20) 

Gambar 3.7 memperlihatkan pengaruh koefisien korelasi 𝜏𝑋,𝑌 Kendall dari 
risiko acak SU Johnson bivariat terhadap CoVaR0,95|0,95(𝑋 | 𝑌) dan 
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modifikasinya melalui ekspansi CF. Untuk kasus trivariat, pengaruh 𝜏𝑋,𝑌1 dan 
𝜏𝑋,𝑌2 terhadap MCoVaR0,95|0,95; 0,95(𝑋 | 𝑌1, 𝑌2) juga dapat diamati pada Gambar 
3.7. 

 

Gambar 0.10 Grafik CoVaR (MCoVaR) sebagai fungsi τ Kendall dari risiko acak SU Johnson bivariat 
(trivariat). 

Sementara itu, dengan mengasumsikan copula bivariat 𝐶𝑈,𝑉(𝑢, 𝑣) =

𝐶𝑈,𝑉(𝐹𝑋(𝑥), 𝐹𝑌(𝑦)) untuk 𝑋 dan 𝑌 serta copula (𝑁 + 1)-variat 𝐶𝑈,𝐕(𝑢, 𝐯) =
𝐶𝑈,𝐕(𝐹𝑋(𝑥), 𝐅𝐘(𝐲)) untuk 𝑋 dan 𝐘, Hakim dan Syuhada (2023) menghitung 
CoVaR dan MCoVaR berbasis copula sebagai berikut. 

 CoVaR1−𝛼|1−𝛽(𝑋 | 𝑌) = 𝜇𝑋|𝑌 + √𝜎𝑋|𝑌
2  𝑧𝐶𝑈|𝑉

−1 (1−𝛼 | 1−𝛽) , (3.21) 

 MCoVaR1−𝛼|𝟏−𝛃(𝑋 | 𝐘) = 𝜇𝑋|𝐘 +√𝜎𝑋|𝐘
2  𝑧𝐶𝑈|𝐕

−1 (1−𝛼 | 𝟏−𝛃) , (3.22) 

dengan 𝐶𝑈|𝑉
−1 (⋅ | 1 − 𝛽) adalah invers fungsi distribusi bersyarat dari 𝑈 | 𝑉 =

1 − 𝛽, sedangkan 𝐶𝑈|𝐕
−1 (⋅ | 𝟏 − 𝛃) adalah invers fungsi distribusi bersyarat dari 

𝑈 | 𝐕 = 𝟏 − 𝛃. Gambar 3.8 memperlihatkan pengaruh koefisien korelasi 𝜏𝑋,𝑌  
Kendall dari risiko acak SU Johnson berbasis copula Gauss dan t bivariat 
terhadap CoVaR0,95|0,95(𝑋 | 𝑌). Untuk kasus trivariat, pengaruh 𝜏𝑋,𝑌1 dan 𝜏𝑋,𝑌2 
terhadap MCoVaR0,95|0,95; 0,95(𝑋 | 𝑌1, 𝑌2) juga dapat diamati pada Gambar 3.8. 
Selain itu, CoVaR dan MCoVaR dapat juga dirumuskan dengan basis kuantil 
dan ekspektil bersyarat (Ren dkk., 2022; Syuhada dkk., 2024 (a)). 
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Gambar 0.11 Grafik CoVaR (MCoVaR) sebagai fungsi τ Kendall dari risiko acak SU Johnson berbasis 
copula Gauss dan t bivariat (trivariat). 

Ukuran Risiko dengan Kredibilitas 

Pengembangan dengan arah lain dari ukuran risiko VaR (dan ES) dapat 
dilakukan dengan melibatkan teori kredibilitas. Untuk setiap 𝑖 = 1, 2,… ,𝑁, 
misalkan 𝑋𝑖  adalah risiko acak dari polis asuransi/instrumen keuangan ke-𝑖 
dengan fungsi distribusi 𝐹𝑖(⋅ | 휃𝑖) dan fungsi peluang 𝑓𝑖(⋅ | 휃𝑖); parameter 휃𝑖  
menyatakan profil atau karakteristik risiko. Menurut teori kredibilitas 
Bühlmann (1967), 휃𝑖  dianggap sebagai realisasi dari suatu peubah acak 𝛩𝑖, 𝑖 =
1, 2, … , 𝑁. Diasumsikan bahwa 𝛩1, 𝛩2, … , 𝛩𝑁 saling bebas dan berdistribusi 
identik. Jika diberikan 𝛩𝑖, koleksi risiko acak 𝑋𝑖1, 𝑋𝑖2, … , 𝑋𝑖𝑛 dari 𝑋𝑖  
diasumsikan saling bebas dan berdistribusi identik. 

Kemudian, misalkan VaR̂1−𝛼(𝑋𝑖) adalah prediksi VaR dari 𝑋𝑖  dengan mean 

E(VaR̂1−𝛼(𝑋𝑖) | 𝛩𝑖) = 𝜇1−𝛼
VaR(𝛩𝑖) dan variansi Var(VaR̂1−𝛼(𝑋𝑖) | 𝛩𝑖) =

1

𝑛
𝑣1−𝛼
VaR(𝛩𝑖). 

Misalkan pula 𝜇1−𝛼
VaR = E(𝜇1−𝛼

VaR(𝛩𝑖)), 𝜐1−𝛼VaR =
1

𝑛
E (𝑣1−𝛼

VaR(𝛩𝑖)), dan 𝜓1−𝛼
VaR =

Var (𝜇1−𝛼
VaR(𝛩𝑖)). Pitselis (2013, 2016) serta Syuhada dan Hakim (2024) 

memprediksi ukuran risiko Credible-VaR (CreVaR) dari 𝑋𝑖  sebagai berikut. 

 CreVaR̂
1−𝛼(𝑋𝑖) = 𝒵1−𝛼

VaR VaR̂1−𝛼(𝑋𝑖) + (1 − 𝒵1−𝛼
VaR)𝜇1−𝛼

VaR, (3.23) 

dengan 𝒵1−𝛼VaR =
𝜓1−𝛼
VaR

𝜓1−𝛼
VaR + 𝜐1−𝛼

VaR adalah faktor kredibilitas yang menyatakan besar 

keyakinan terhadap prediksi VaR̂1−𝛼(𝑋𝑖) individu. 

Sementara itu, misalkan ES1−𝛼(𝛩𝑖) = E(𝑋𝑖 | 𝑋𝑖 > VaR1−𝛼(𝑋𝑖), 𝛩𝑖) dan 
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 SV1−𝛼(𝛩𝑖) = Var(𝑋𝑖  | 𝑋𝑖 > VaR1−𝛼(𝑋𝑖), 𝛩𝑖), (3.24) 

yang disebut sebagai Shortfall Variance (SV). Misalkan pula 𝜇1−𝛼ES =

E(ES1−𝛼(𝛩𝑖)), 𝜐1−𝛼
ES = E(SV1−𝛼(𝛩𝑖)), dan 𝜓1−𝛼

ES = Var(ES1−𝛼(𝛩𝑖)). Analog 
dengan Persamaan (3.23), Pitselis (2013, 2016) serta Syuhada dan Hakim (2024) 
menentukan prediksi Credible-ES (CreES) sebagai berikut. 

 CreEŜ1−𝛼(𝑋𝑖) = 𝒵1−𝛼
ES  EŜ1−𝛼(𝑋𝑖) + (1 − 𝒵1−𝛼

ES )𝜇1−𝛼
ES , (3.25) 

dengan 𝒵1−𝛼ES =
𝜓1−𝛼
ES

𝜓1−𝛼
ES  +

1

⌈𝛼𝑛⌉
 𝜐1−𝛼
ES

 adalah faktor kredibilitas prediksi ES, dan ⌈⋅⌉ 

adalah fungsi atap (ceiling function). 

Jika faktor kredibilitas 𝒵1−𝛼 dekat dengan satu, maka keyakinan yang 
lebih tinggi diberikan kepada prediksi ukuran risiko individu dari setiap polis 
asuransi/instrumen keuangan 𝑖. Sebaliknya, jika 𝒵1−𝛼 dekat dengan nol, maka 
keyakinan yang lebih tinggi diberikan kepada mean 𝜇1−𝛼 dari prediksi ukuran 
risiko untuk semua polis asuransi/instrumen keuangan. 

Aplikasi Ukuran Risiko 

Aplikasi VaR/ES di bidang keuangan dan asuransi telah berkembang pesat. 
Ukuran risiko tersebut menjadi alat untuk mengambil keputusan dan 
penentuan cadangan modal/alokasi risiko (Tasche, 2008; Dhaene dkk., 2012; 
Balog, dkk., 2017) serta mendeteksi pengurangan risiko portofolio (portfolio 
risk reduction) (Bredin dkk., 2017; Conlon dan McGee, 2020; Conlon dkk., 2020). 

Pandang risiko/kerugian agregat 

 𝑆𝑁 = 𝑤1𝑋1 +𝑤2𝑋2 +⋯+𝑤𝑁𝑋𝑁 =∑𝑤𝑖𝑋𝑖

𝑁

𝑖=1

, (3.26) 

untuk suatu risiko-risiko/kerugian-kerugian acak 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑁  dan bobot-
bobot yang bersesuaian 𝑤1, 𝑤2, … , 𝑤𝑁 ≥ 0, dengan 𝑁 menyatakan 
banyak/frekuensi risiko; sering kali dipilih bobot-bobot yang memenuhi 
∑ 𝑤𝑖
𝑁
𝑖=1 = 1. Dalam hal ini, 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑁 dapat diasumsikan saling bebas atau 

saling bergantung, sedangkan 𝑁 dapat diasumsikan sebagai suatu konstanta 
atau suatu peubah acak. Jika 𝑁 adalah peubah acak, maka 𝑋𝑖  dan 𝑁 dapat 
diasumsikan saling bebas atau saling bergantung. 
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Selanjutnya, misalkan 𝜚(𝑋𝑖) menyatakan ukuran risiko dari risiko individu 𝑋𝑖, 
dan 𝐴𝜚(𝑋𝑖) menyatakan kontribusi/alokasi risiko individu ke-𝑖 terhadap 
ukuran risiko agregat 𝜚(𝑆𝑁). Dengan demikian, ukuran risiko agregat 𝜚(𝑆𝑁) 
dapat dinyatakan sebagai 

 𝜚(𝑆𝑁) = ∑𝑎𝑖𝜚(𝑋𝑖)

𝑁

𝑖=1

=∑𝐴𝜚(𝑋𝑖)

𝑁

𝑖=1

, (3.27) 

dengan 𝑎𝑖 adalah proporsi dari alokasi risiko individu ke-𝑖. Alokasi risiko 
𝐴𝜚(𝑋𝑖) = 𝑝𝑖𝜚(𝑋𝑖) dapat ditentukan secara proporsional dan non-proporsional. 
Secara proporsional, 𝐴𝜚(𝑋𝑖) dapat dinyatakan sebagai 

 𝐴𝜚(𝑋𝑖) =
𝜚(𝑆𝑁)

∑ 𝜚(𝑋𝑖)
𝑁
𝑖=1

𝜚(𝑋𝑖). (3.28) 

Dalam hal ini, 𝜚(𝑋𝑖) dapat diasumsikan berupa 

a. 𝜚(𝑋𝑖) = VaR1−𝛼(𝑋𝑖), yang dikenal sebagai prinsip alokasi haircut 
(Dhaene dkk., 2012; Addini dan Syuhada, 2020), 

b. 𝜚(𝑋𝑖) = Cov(𝑋𝑖 , 𝑆𝑁), yang dikenal sebagai prinsip alokasi beta atau 
kovariansi (Dhaene dkk., 2012; Balog dkk., 2017). 

Sementara itu, secara non-proporsional, alokasi risiko 𝐴𝜚(𝑋𝑖) dari risiko 
individu ke-𝑖 dapat ditentukan sebagai turunan parsial dari ukuran risiko 
agregat 𝜚(𝑆𝑁) = 𝜚(∑ 𝑤𝑖𝑋𝑖

𝑁
𝑖=1 ) terhadap bobot 𝑤𝑖, yaitu 

 𝐴𝜚(𝑋𝑖) =
𝜕𝜚(∑ 𝑤𝑖𝑋𝑖

𝑁
𝑖=1 )

𝜕𝑤𝑖
|
∑ 𝑤𝑖
𝑁
𝑖=1 =1

, (3.29) 

dengan asumsi bahwa ukuran risiko 𝜚 memenuhi Aksioma PH (positive 
homogeneity). Pendekatan ini dikenal sebagai prinsip alokasi marginal atau 
Euler (Tasche, 2008; Balog dkk., 2017). Secara khusus, jika ukuran risiko yang 
digunakan adalah VaR atau ES, maka alokasi risiko tersebut dirumuskan 
sebagai berikut (Tasche, 2008; Bargès dkk., 2009; Addini dan Syuhada, 2020). 

 𝐴VaR(𝑋𝑖) = E(𝑋𝑖  | 𝑆𝑁 = VaR1−𝛼(𝑆𝑁)), (3.30) 

 𝐴ES(𝑋𝑖) = E(𝑋𝑖  | 𝑆𝑁 > VaR1−𝛼(𝑆𝑁)). (3.31) 
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Perhatikan kembali 𝑆𝑁 = ∑ 𝑤𝑖𝑋𝑖
𝑁
𝑖=1  dengan bobot-bobot 𝑤1, … , 𝑤𝑁 ≥ 0 yang 

memenuhi ∑ 𝑤𝑖
𝑁
𝑖=1 = 1; artinya, 𝑆𝑁 merupakan risiko portofolio. Kemudian, 

misalkan risiko individu lain, 𝑋𝑁+1, ditambahkan sehingga diperoleh risiko 
portofolio baru, 𝑆𝑁+1

∗ = ∑ 𝑤𝑖
∗𝑋𝑖

𝑁+1
𝑖=1 , dengan bobot-bobot baru 

𝑤1
∗, … ,𝑤𝑁

∗ , 𝑤𝑁+1
∗ ≥ 0 yang memenuhi ∑ 𝑤𝑖

∗𝑁+1
𝑖=1 = 1. Jika kedua risiko portofolio 

tersebut diukur menggunakan ukuran risiko 𝜚, maka ukuran risiko relatif 

 RR𝜚(𝑆𝑁) =
𝜚(𝑆𝑁+1

∗ )

𝜚(𝑆𝑁)
 (3.32) 

dapat digunakan untuk mengukur perubahan nilai risiko portofolio 𝑆𝑁 akibat 
penambahan risiko individu 𝑋𝑁+1. Jika RR𝜚(𝑆𝑁) < 1, maka 𝑋𝑁+1 dapat 
mengurangi risiko portofolio 𝑆𝑁, sehingga pengurangan risiko portofolio 
(portfolio risk reduction) tercapai (Bredin dkk., 2017; Conlon dan McGee, 2020; 
Conlon dkk., 2020; Syuhada dkk., 2022a, 2022c). 

  



26 | Forum Guru Besar Institut Teknologi Bandung 

 

 

  



Prof. Khreshna Imaduddin Ahmad Syuhada | 27 

4 PREDIKSI STOKASTIK UNTUK RISIKO KEUANGAN 

Risiko Pasar Mata Uang Kripto dan Risiko Pasar Energi 

Mata uang kripto (MUK, cryptocurrency), yang diperkenalkan oleh Nakamoto 
(2008), telah menjadi salah satu instrumen alternatif dalam pembayaran atau 
transaksi keuangan. MUK memiliki daya tarik yang besar dari para investor 
karena MUK memiliki potensi keuntungan yang sangat besar (high positive 
return). Namun, tentu saja risiko yang mungkin terjadi juga besar. Salah satu 
MUK yang menjanjikan dan besar/dominan (prominent and major) adalah 
Bitcoin (BTC) yang sering disebut sebagai emas digital (digital gold) karena 
kemiripan sifatnya dengan emas (GLD) (Popper, 2015). 

Sifat yang melekat pada imbal hasil (return) dari Bitcoin, atau MUK secara 
umum, adalah volatilitas asimetris terbalik (inverse asymmetric volatility). Hal 
ini berbeda dengan volatilitas imbal hasil aset lain. 

Seperti halnya emas, Bitcoin memiliki sifat/peran sebagai pelindung/ 
penjaga kestabilan aset (safe haven) pada portofolio. Hal ini menurut temuan 
bahwa imbal hasil Bitcoin berkorelasi negatif atau tidak berkorelasi dengan 
imbal hasil dari beberapa indeks saham (Bouri dkk., 2020a, 2020b; Mariana 
dkk., 2021), termasuk indeks saham sektor energi (Bouri dkk., 2017). Menurut 
Conlon dan McGee (2020) serta Conlon dkk. (2020), peran safe haven dapat juga 
diselidiki dengan menghitung proporsi pengurangan risiko (risk reduction) 
melalui Persamaan (3.32). 

Melalui pendekatan di atas, Syuhada dkk. (2022c) membangun model 
portofolio “komoditas energi + emas” dan “komoditas energi + Bitcoin” serta 
menyelidiki pengurangan risiko yang terjadi akibat penambahan 
emas/Bitcoin. Hal ini bertujuan untuk membandingkan peran safe haven dari 
emas dan Bitcoin untuk komoditas energi. Secara khusus, Syuhada dkk. 
(2022c) mempertimbangkan minyak mentah (crude oil, CO), minyak pemanas 
(heating oil, HO), dan bensin (gasoline, GAS). Portofolio yang dibangun untuk 
imbal hasil 𝑅CO,𝑡, 𝑅HO,𝑡, 𝑅GAS,𝑡 dari tiga komoditas energi tersebut adalah 𝑅E,𝑡 =
1

3
𝑅CO,𝑡 +

1

3
𝑅HO,𝑡 +

1

3
𝑅GAS,𝑡. Dengan menambahkan imbal hasil emas, 𝑅GLD,𝑡, 

atau imbal hasil Bitcoin, 𝑅BTC,𝑡, diperoleh portofolio baru, 
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 𝑆𝑡 = (1 − 𝑤)𝑅E,𝑡 +𝑤𝑅GLD/BTC,𝑡. (4.1) 

Selanjutnya, ukuran risiko dikenakan pada portofolio imbal hasil komoditas 
energi dan emas/Bitcoin, 𝜚(𝑆𝑡), dan dibandingkan dengan ukuran risiko yang 

hanya dikenakan pada portofolio imbal hasil komoditas energi, 𝜚(𝑅E,𝑡). Rasio 

dari dua ukuran risiko ini, RR𝜚 =
𝜚(𝑆𝑡)

𝜚(𝑅E,𝑡)
, dijadikan sebagai penentu ada 

tidaknya pengurangan risiko atau ada tidaknya peran safe haven dari 
emas/Bitcoin. 

Untuk mencapai tujuan tersebut, Syuhada dkk. (2022 (c)) menggunakan 

data harga harian, {𝑝𝑖,𝑡}, dari setiap instrumen keuangan 𝑖 (𝑖 = CO, HO, GAS, 
GLD, BTC) pada periode 29 September 2018 hingga 31 Maret 2021 dan 

menentukan data imbal hasilnya, {𝑟𝑖,𝑡}, dengan 𝑟𝑖,𝑡 = 100 ln (
𝑝𝑖,𝑡

𝑝𝑖,𝑡−1
). Terlihat 

pada Gambar 4.1 bahwa harga komoditas energi mengalami penurunan yang 
cukup drastis pada awal periode COVID-19. Hal ini mendasari pentingnya 
penentuan safe haven untuk komoditas energi tersebut, khususnya selama 
COVID-19. 

 

Gambar 0.12 Harga komoditas energi, emas, dan Bitcoin harian beserta imbal hasilnya. Catatan: Harga 
CO, HO/GAS, emas, dan Bitcoin berturut-turut dinyatakan dalam USD per barel, USD per 
galon, USD per troy ons, dan USD. Daerah berwarna abu-abu menunjukkan periode 
selama COVID-19 (31 Desember 2019–31 Maret 2021). 

Syuhada dkk. (2022c) mempertimbangkan model imbal hasil stokastik 𝑅𝑖,𝑡 =

𝜇𝑖,𝑡 +√𝜎𝑖,𝑡
2  휀𝑖,𝑡 untuk setiap instrumen/aset 𝑖 dengan komponen mean 

bersyarat 𝜇𝑖,𝑡 (AR orde 1) dan volatilitas asimetris 𝜎𝑖,𝑡
2  (GJR-GARCH orde (1, 1)) 

yang berturut-turut diberikan pada Persamaan (2.8) dan (2.10) serta inovasi 
휀𝑖,𝑡. Kebergantungan (dependence) antara model-model imbal hasil individu 
merupakan asumsi penting yang digunakan dalam membangun model 
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portofolio, 𝑅E,𝑡 maupun 𝑆𝑡. Kebergantungan ini dapat diukur melalui suatu 
ukuran kebergantungan (dependence measure), seperti koefisien korelasi 𝜌 
Pearson yang merupakan ukuran kebergantungan linier antara dua imbal 
hasil. Sementara itu, ukuran kebergantungan lain yang bersifat invarian 
terhadap ketaklinieran adalah 𝜏 Kendall. Secara empiris, 𝜌 Pearson dan 𝜏 
Kendall dari setiap pasang imbal hasil diberikan pada Gambar 4.2. Secara 
teoretis, perhitungan ukuran kebergantungan tersebut melibatkan dua 
distribusi statistik marginal dari dua imbal hasil yang sering kali tidak sama 
maupun identik. Akibatnya, distribusi bersama (joint distribution) dari dua 
imbal hasil tersebut sulit ditentukan secara eksplisit. Dengan demikian, 
diperlukan alat statistik (statistical tool) lain yang dapat memberikan formula 
eksplisit dari distribusi bersama. Alat statistik tersebut adalah copula (vine). 

 

Gambar 0.13 Matriks korelasi ρ Pearson dan τ Kendall empiris dari imbal hasil komoditas energi, emas, 
dan Bitcoin. Catatan: Tanda *, **, *** berturut-turut menunjukkan bahwa koefisien 
korelasi bernilai tidak sama dengan nol secara signifikan pada tingkat signifikansi 10%, 
5%, 1%. 

Syuhada dkk. (2022 (c)) menggunakan copula vine untuk mengidentifikasi 
kebergantungan antara tiga komoditas energi (CO, HO, dan GAS). Copula vine 
juga digunakan untuk menentukan kebergantungan komoditas energi dengan 
emas/Bitcoin. tersebut dibangun dari copula-copula Archimedes bivariat 
terbaik dan direpresentasikan melalui graf-graf pohon (tree graphs) 
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berdasarkan Aas dkk. (2009) serta Syuhada dan Hakim (2020), sebagaimana 
disajikan pada Gambar 4.3. 

 

Gambar 0.14 Copula vine yang merepresentasikan kebergantungan antara imbal hasil komoditas 
energi, emas, dan Bitcoin. Catatan: Pada setiap sisi graf pohon, C, G, dan F berturut-turut 
menyatakan copula Clayton, Gumbel, dan Frank bivariat terbaik, sedangkan C90/180/270 
dan G90/180/270 berturut-turut menyatakan copula Clayton dan Gumbel bivariat yang 
dirotasi searah jarum jam sebesar 90/180/270 derajat. 

Selanjutnya, model stokastik berbasis copula vine digunakan untuk 
menghitung prediksi ukuran risiko, SDPP0,99, dari portofolio komoditas energi 
setelah dan sebelum penambahan emas/Bitcoin beserta rasionya, RRSDPP0,99. 
Gambar 4.4 memperlihatkan bahwa penambahan emas ke portofolio 
komoditas energi menghasilkan RRSDPP0,99 < 1 yang turun seiring bertambah 
besarnya bobot emas. Sementara itu, penambahan Bitcoin mengakibatkan 
bahwa RRSDPP0,99 mula-mula turun di bawah satu ketika bobot Bitcoin kecil, 
tetapi kemudian naik di atas satu seiring meningkatnya bobot Bitcoin. Hal ini 
mengindikasikan bahwa emas merupakan safe haven yang konsisten untuk 
portofolio komoditas energi, sedangkan peran safe haven dari Bitcoin tidak 
konsisten. Artinya, Bitcoin bukan merupakan emas digital atau emas baru 
(new gold), Copula vine sebagaimana diungkapkan oleh Klein dkk. (2018). 
Hasil ini sejalan dengan temuan Dutta dkk. (2020) yang menjelaskan bahwa 
imbal hasil Bitcoin berkorelasi positif dengan imbal hasil minyak mentah, 
khususnya selama COVID-19. 
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Gambar 0.15 Prediksi ukuran risiko SDPP0,99 dari portofolio komoditas energi dan emas/Bitcoin serta 
rasio SDPP0,99 setelah dan sebelum penambahan emas/Bitcoin. Catatan: Daerah 
berwarna abu-abu menunjukkan bahwa emas/Bitcoin dapat mengurangi risiko portofolio 
komoditas energi. 

Karena Bitcoin gagal berperan secara konsisten sebagai safe haven untuk 
komoditas energi, Bitcoin sendiri perlu dijaga/dilindungi oleh aset lain yang 
lebih stabil, yaitu MUK stabil (stablecoin). MUK stabil merupakan MUK yang 
nilainya dipatok ke aset yang relatif stabil, seperti mata uang (yaitu dolar 
Amerika Serikat (USD) atau Euro) atau logam mulia (yaitu emas). Salah satu 
MUK stabil terbesar adalah Tether (USDT) yang nilainya dijaga di sekitar 1 
USD. Liu (2019) menunjukkan bahwa Tether memiliki perilaku yang sangat 
berbeda dengan MUK tradisional/non-stabil dan justru serupa dengan mata 
uang. Dengan demikian, Tether dapat menjadi safe haven alternatif selain 
USD. 

Syuhada dkk. (2022a) kemudian mempertimbangkan Tether sebagai 
kandidat safe haven untuk portofolio komoditas minyak mentah (CO) dan 
Bitcoin (BTC). Mereka juga menyelidiki perbandingannya terhadap indeks 
dolar AS, yang merupakan mean berbobot dari nilai-nilai tukar USD terhadap 
beberapa mata uang terbesar di dunia, yaitu Euro, yen, pound sterling, dolar 
Kanada, krona Swedia, dan franc Swiss. 

Untuk mencapai tujuan tersebut, Syuhada dkk. (2022a) menggunakan data 

harga harian, {𝑝𝑖,𝑡}, dari setiap instrumen keuangan 𝑖 (CO, BTC, USDT, USD) 
pada periode 9 November 2017 hingga 22 Juli 2022 dan menentukan data imbal 
hasilnya, {𝑟𝑖,𝑡}. Selain data harga dan imbal hasil, Gambar 4.5 memperlihatkan 
grafik imbal hasil kuadrat yang dapat dipandang sebagai volatilitas empiris. 
Kemudian, selain data imbal hasil, Gambar 4.6 menampilkan koefisien 
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korelasi antara imbal hasil kuadrat dari empat instrumen di atas. Terlihat 
bahwa imbal hasil kuadrat dari Bitcoin dan Tether berkorelasi positif, dan 
korelasinya semakin kuat selama COVID-19. Artinya, volatilitas Bitcoin yang 
tinggi cenderung diikuti oleh volatilitas Tether yang tinggi pula. Hal ini 
bertolak belakang dengan tujuan penciptaan Tether sebagai MUK stabil. 

 

Gambar 0.16 Harga minyak mentah, Bitcoin, Tether, dan indeks USD harian beserta imbal hasil 
(kuadrat)-nya. Catatan: Harga minyak mentah dan Bitcoin/Tether/indeks dolar AS 
berturut-turut dinyatakan dalam USD per barel dan USD. Daerah berwarna abu-abu 
menunjukkan periode selama COVID-19 (31 Desember 2019–22 Juli 2022). 

 

Gambar 0.17 Matriks korelasi ρ Pearson empiris dari imbal hasil (kuadrat) minyak mentah, Bitcoin, 
Tether, dan indeks USD. Catatan: Tanda *, **, *** berturut-turut menunjukkan bahwa 
koefisien korelasi bernilai tidak sama dengan nol secara signifikan pada tingkat 
signifikansi 10%, 5%, 1%. 

Dengan model imbal hasil marginal AR(1)-GJR-GARCH(1, 1), Syuhada 
dkk. (2022a) mengasumsikan kembali model kebergantungan berbasis copula 
vine yang direpresentasikan melalui graf-graf pohon. Copula vine yang 
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dibangun dari copula-copula Archimedes bivariat terbaik diberikan pada 
Gambar 4.7. Kemudian, model tersebut digunakan untuk menghitung 
prediksi ukuran risiko (estimative- dan improved-) VaR0,99 dan ES0,99 dari 
portofolio minyak mentah dan Bitcoin setelah dan sebelum ditambah dengan 
Tether/indeks USD beserta rasionya (RRVaR0,99 dan RRES0,99). Gambar 4.8 
memperlihatkan kembali bahwa Bitcoin tidak berperan sebagai safe haven 
yang konsisten untuk minyak mentah, sehingga diperlukan penambahan 
Tether/indeks USD. Pada Gambar 4.9 dan 4.10, Tether maupun indeks USD 
dapat mereduksi risiko portofolio minyak mentah dan Bitcoin dengan 
sebarang bobot. Artinya, kedua instrumen ini merupakan safe haven yang 
konsisten untuk portofolio tersebut. Namun, indeks USD dapat menjadi 
pilihan yang lebih sesuai daripada Tether karena Tether merupakan MUK 
yang volatilitasnya tidak sestabil namanya, stablecoin. 

 

Gambar 0.18 Copula vine yang merepresentasikan kebergantungan antara imbal hasil minyak mentah, 
Bitcoin, dan Tether/indeks USD. Catatan: Pada setiap sisi graf pohon, C, G, dan F berturut-
turut menyatakan copula Clayton, Gumbel, dan Frank bivariat terbaik, sedangkan 
C90/180/270 dan G90/180/270 berturut-turut menyatakan copula Clayton dan Gumbel 
bivariat yang dirotasi searah jarum jam sebesar 90/180/270 derajat. 

Berdasarkan hasil di atas, investor dan pengambil kebijakan di pasar 
energi dapat menentukan strategi investasi dan kebijakan yang efektif untuk 
melindungi portofolio dan kestabilan pasar dengan menggunakan aset yang 
sesuai. Di antara emas dan Bitcoin, mereka dapat memilih emas yang mampu 
mereduksi risiko pasar energi secara konsisten. 
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Gambar 0.19 Prediksi ukuran risiko VaR0,99 dan ES0,99 dari portofolio minyak mentah (dengan bobot 1 – 
wB) dan Bitcoin (dengan bobot wB) serta rasio VaR0,99 dan ES0,99 setelah dan sebelum 
penambahan Bitcoin. Catatan: Daerah berwarna abu-abu menunjukkan bahwa Bitcoin 
dapat mengurangi risiko minyak mentah. 

 

Gambar 0.20 Prediksi ukuran risiko VaR0,99 dan ES0,99 dari portofolio minyak mentah (dengan bobot 1 – 
wB – wT), Bitcoin (dengan bobot wB), dan Tether (dengan bobot wT) serta rasio VaR0,99 dan 
ES0,99 setelah dan sebelum penambahan Tether, dengan wB + wT ≤ 100%. 

Namun, jika Bitcoin dijadikan sebagai pilihan, maka mereka memerlukan aset 
lain yang lebih stabil, seperti Tether dan indeks USD. Mereka dapat memilih 
Tether maupun indeks USD karena keduanya dapat berperan secara konsisten 
sebagai pelindung pasar energi. Namun, untuk mendapatkan kestabilan pasar 
yang lebih efektif, indeks USD merupakan pilihan yang lebih sesuai 
dibandingkan dengan Tether. 
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Gambar 0.21 Prediksi ukuran risiko VaR0,99 dan ES0,99 dari portofolio minyak mentah (dengan bobot 1 – 
wB – wU), Bitcoin (dengan bobot wB), dan indeks USD (dengan bobot wU) serta rasio VaR0,99 
dan ES0,99 setelah dan sebelum penambahan indeks USD, dengan wB + wU ≤ 100%. 

Hal ini disebabkan karena indeks USD merupakan kombinasi/portofolio 
dari nilai-nilai tukar USD terhadap beberapa mata uang negara lain yang 
dijaga agar tetap stabil oleh bank sentral masing-masing negara. Sementara 
itu, meskipun Tether merupakan suatu MUK stabil yang nilainya dipatok ke 
USD, volatilitas Tether tidak sestabil namanya (MUK stabil, stablecoin) akibat 
korelasinya yang positif dan cukup kuat dengan volatilitas Bitcoin. 
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5 PREDIKSI STOKASTIK UNTUK RISIKO ASURANSI 

Risiko Pembayaran Klaim Asuransi 

Asuransi adalah pertanggungan atau perjanjian atas perpindahan risiko dari 
nasabah (pemegang polis, insured) ke pejamin risiko (perusahaan asuransi, 
insurer). Nasabah membayar sejumlah uang (premi) kepada perusahaan 
asuransi yang dijadikan sebagai dasar nilai pembayaran (benefit) kepada 
nasabah. Jika nasabah mengajukan klaim karena terjadi sesuatu yang 
menimpa nasabah atau barang milik nasabah, maka perusahaan asuransi 
membayar sejumlah uang asuransi kepada nasabah. Pembayaran klaim 
dilakukan berdasarkan banyak pengajuan klaim yang dilakukan. 

Model pembayaran klaim secara agregat adalah 

 𝑆𝑁 = 𝑋1 + 𝑋2 +⋯+ 𝑋𝑁 , (5.1) 

dengan 𝑁 adalah risiko acak yang menyatakan banyak/frekuensi klaim (claim 
frequency) yang diajukan/disetujui, sedangkan 𝑋𝑖  adalah nilai/besar klaim 
(claim size) dari pengajuan/persetujuan klaim ke-𝑖. Distribusi statistik yang 
melekat pada model agregat ini adalah “distribusi 𝑁–distribusi 𝑋” atau 
“distribusi primer–sekunder” (Tse, 2009; Klugman dkk., 2019). Umumnya, 
distribusi Poisson diasumsikan sebagai distribusi 𝑁, sedangkan distribusi 𝑋 
adalah distribusi eksponensial atau Pareto. Sering kali, distribusi 𝑁 dan 𝑋 
saling bebas. 

Model pembayaran klaim agregat pada Persamaan (5.1) dapat dituliskan 
sebagai 𝑆𝑁,�̃� = 𝑁�̃�, dengan �̃� adalah mean besar pembayaran klaim, yang 
disebut sebagai severitas klaim (claim severity). Hernández-Bastida dkk. (2011) 
mengasumsikan bahwa 𝑁 dan �̃� berturut-turut memiliki distribusi Poisson–
Lindley dan eksponensial yang saling bebas. Distribusi Poisson–Lindley 
mampu menangkap fenomena overdispersi banyak klaim, yakni kondisi 
ketika variansi banyak klaim lebih besar daripada meannya. Kemudian, Cha 
(2019) mempertimbangkan proses stokastik Poisson–Lindley {𝑁𝑡}, dengan 𝑁𝑡  
adalah banyak klaim pada selang waktu [0, 𝑡], sehingga diperoleh proses 
stokasik Poisson–Lindley majemuk {𝑆𝑁𝑡 ,�̃�} untuk pembayaran klaim agregat. 

Namun, 𝑁𝑡  dan �̃� diasumsikan saling bebas. Sementara itu, Bolancé dan 
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Vernic (2020) mengasumsikan bahwa 𝑁 dan �̃� pada model 𝑆𝑁,�̃� saling 
bergantung dengan model kebergantungan Sarmanov. 

Dengan mengadopsi model kebergantungan Sarmanov, Syuhada dkk. 

(2024b) memperluas proses Poisson–Lindley majemuk menjadi {𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔}, 

 𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔 = 𝑁𝑡�̃�, (5.2) 

untuk suatu parameter kebergantungan 𝜔 ∈ ℝ. Vektor acak (𝑁𝑡 , �̃�)𝜔 memiliki 

distribusi bersama Sarmanov dengan fungsi peluang bersama 

𝑓𝑁𝑡,�̃�(𝑘, �̃�) = { 
𝑓𝑁𝑡(0), 𝑘 = �̃� = 0,

𝑓𝑁𝑡(𝑘)𝑓�̃�(�̃�) (1 + 𝜔𝜑𝑁𝑡(𝑘)𝜑�̃�(�̃�)) , 𝑘 ≥ 1, �̃� > 0.
 (5.3) 

Fungsi 𝑓𝑁𝑡(𝑘) adalah fungsi peluang marginal dari proses Poisson–Lindley 
non-homogen untuk banyak klaim dengan parameter 휃 > 0 dan fungsi 
intensitas 𝜆𝑡 ≥ 0, yaitu 

𝑓𝑁𝑡(𝑘) =
휃2

휃 + 1
[
휃 + 𝛬𝑡 + 𝑘 + 1

(휃 + 𝛬𝑡)
𝑘+2 ]𝛬𝑡

𝑘 , 𝑘 = 0, 1, 2, …, (5.4) 

dengan 𝛬𝑡 = ∫ 𝜆𝑢  d𝑢
𝑡

0
 adalah fungsi intensitas kumulatif. Fungsi 𝑓�̃�(�̃�) adalah 

fungsi peluang marginal dari model severitas klaim, �̃�. Fungsi 𝜑𝑁𝑡(𝑘) dan 
𝜑�̃�(�̃�) berturut-turut adalah fungsi kernel banyak klaim dan severitas klaim 

yang memenuhi kondisi ∑ 𝜑𝑁𝑡(𝑘)𝑓𝑁𝑡(𝑘)
∞
𝑘=0 = 0 dan ∫ 𝜑�̃�(�̃�)𝑓�̃�(�̃�) d�̃�

∞

0
= 0. 

Grafik fungsi peluang bersama 𝑓𝑁𝑡,�̃�(𝑘, �̃�) serta marginalnya diilustrasikan 
pada Gambar 5.1. 

 

Gambar 0.22 Grafik fungsi peluang bersama dan marginal dari banyak klaim (claim frequency, bagian 
diskret) dan severitas klaim (claim severity, bagian kontinu). 
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Sebagai ilustrasi, Syuhada dkk. (2024 (b)) menerapkan model di atas untuk 
data klaim asuransi dari suatu negara pada tahun 1990 hingga 2014. Gambar 
5.2 memperlihatkan bahwa akumulasi banyak klaim dapat didekati dengan 
fungsi intensitas kumulatif 𝛬𝑡 yang cenderung linier, sehingga diperlukan 
proses Poisson–Lindley dengan fungsi intensitas konstan, 𝜆𝑡 = 𝜆. Melalui 
proses stokastik ini, data banyak klaim dapat dimodelkan dengan lebih baik 
jika dibandingkan dengan proses Poisson. Hal ini dapat diamati berdasarkan 
kecocokan fungsi peluang dan fungsi distribusinya terhadap data banyak 
klaim tersebut pada Gambar 5.3. Sementara itu, dibandingkan dengan 
distribusi-distribusi statistik kontinu lain, distribusi gama dan Gauss invers 
paling cocok untuk memodelkan data severitas klaim, sebagaimana 
diilustrasikan pada Gambar 5.4. Selanjutnya, dengan mengombinasikan 
proses Poisson–Lindley dan distribusi gama/Gauss invers, kecocokan fungsi 
peluang bersama Sarmanov terhadap data banyak klaim dan severitas klaim 
secara simultan diberikan pada Gambar 5.5. 

 

Gambar 0.23 Data akumulasi banyak klaim (number of claims). 

Selanjutnya, Syuhada dkk. (2024b) menentukan mean dan variansi dari 
model Poisson–Lindley majemuk Sarmanov 𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔 yang digunakan untuk 
menghitung ukuran risikonya, SDPP, yaitu 

SDPP𝑎(𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔) = E(𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔) + 𝑧𝑎 √Var(𝑆𝑁𝑡 ,�̃�;𝜔), (5.5) 

dengan 𝑧𝑎 = sup {𝑧 > 0: 𝐹𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔
[E(𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔) + 𝑧√Var(𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔)] ≤ 𝑎} untuk 

suatu 𝑎 ∈ (0, 1). Dengan mengadopsi suatu spektrum risiko 𝜗(⋅) (Acerbi, 2002; 
Cotter dan Dowd, 2006), Syuhada dkk. (2024b) mengusulkan ukuran risiko 
spektral SDPP (SSDPP) yang dirumuskan sebagai berikut. SSDPP𝜗(𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔) =

E(𝑆𝑁𝑡 ,�̃�;𝜔) + (∫ 𝑧𝑎𝜗(𝑎) d𝑎
1

0
)√Var(𝑆𝑁𝑡,�̃�;𝜔). 
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Gambar 0.24 Kecocokan proses Poisson dan Poisson–Lindley (Poisson and Poisson–Lindley processes) 
untuk data banyak klaim (number of claims). 

 

 

Gambar 0.25 Kecocokan distribusi gama dan Gauss invers (gamma and inverse Gaussian distributions) 
untuk data severitas klaim (claim severity). 
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Gambar 0.26 Kecocokan distribusi bersama Sarmanov dari proses Poisson–Lindley (Poisson–Lindley 
process, PLP) untuk data banyak klaim (claim frequency) serta distribusi gama dan Gauss 
invers (gamma and inverse Gaussian distributions) untuk data severitas klaim (claim 
severity). 

Risiko pada Kontrak Asuransi–Reasuransi 

Perusahaan asuransi (insurer) dapat melakukan kegiatan berasuransi (yang 
disebut sebagai reasuransi) kepada perusahaan asuransi lain (yang disebut 
sebagai perusahaan reasuransi, reinsurer). Tindakan perusahaan asuransi 
untuk berasuransi dilakukan sebagai jaminan risiko jika perusahaan asuransi 
kesulitan (gagal) membayar klaim kepada nasabah. 

Misalkan 𝑋 adalah (total) kerugian awal yang dialihkan dari nasabah atau 
pemegang polis ke perusahaan asuransi. Dengan adanya kontrak reasuransi, 
misalkan 𝑋I = 𝐿I(𝑋) adalah nilai kerugian yang ditanggung oleh perusahaan 
asuransi (retained loss), untuk suatu fungsi 𝐿I: [0,∞) → [0,∞). Sementara itu, 
kerugian sebesar 𝑋R = 𝐿R(𝑋) dibagikan ke perusahaan reasuransi (ceded loss), 
untuk suatu fungsi non-negatif 𝐿R: [0, ∞) → [0,∞). Jadi, total kerugian 𝑋 dapat 
dinyatakan sebagai 
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 𝑋 = 𝑋I + 𝑋R. (5.6) 

Syuhada dkk. (2021) membangun model reasuransi sebagai berikut. 

 𝑋I = 𝐿I(𝑋) = 𝑋 − 𝑐(𝑋 − 𝑑)+, (5.7) 

 𝑋R = 𝐿R(𝑋) = 𝑐(𝑋 − 𝑑)+, (5.8) 

yang merupakan kombinasi dari model reasuransi stop-loss (SL) dengan 
batas retensi (retention limit) 𝑑 ∈ (0,∞) dan model reasuransi 
proporsional/quota-share (QS) dengan proporsi 𝑐 ∈ (0, 1]. Grafik fungsi 
kerugian 𝐿I dan 𝐿R untuk model reasuransi di atas diberikan pada Gambar 5.6. 
Misalkan 𝑋 memiliki fungsi kesintasan �̅�𝑋;𝜃(⋅) yang kontinu dan turun pada 
selang (0,∞) dengan titik diskontinuitas yang mungkin pada 𝑥 = 0. Fungsi 
kesintasan dari 𝑋I dan 𝑋R, berturut-turut, adalah 

 �̅�𝑋I;𝜃(𝑥) =

{
 

 
 

1, 𝑥 < 0,

�̅�𝑋;𝜃(𝑥), 0 ≤ 𝑥 < 𝑑,

�̅�𝑋;𝜃 (
𝑥 − 𝑑𝑐

1 − 𝑐
) , 𝑥 ≥ 𝑑,

 (5.9) 

 �̅�𝑋R;𝜃(𝑥) = { 
1, 𝑥 < 0,

�̅�𝑋;𝜃 (
𝑥

𝑐
+ 𝑑) , 𝑥 ≥ 0.

 (5.10) 

Untuk 𝑋 yang memiliki distribusi eksponensial, ℰ(휃), atau Pareto, 𝒫(1, 휃), 
grafik fungsi kesintasan tersebut diberikan pada Gambar 5.7. 

 

Gambar 0.27 Grafik fungsi kerugian perusahaan asuransi dan reasuransi. 
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Gambar 0.28 Grafik fungsi kesintasan kerugian perusahaan asuransi dan reasuransi. 

Total kerugian yang ditanggung oleh perusahaan asuransi adalah nilai 

kerugian 𝑋I ditambah dengan premi 𝛱𝜃
𝑑,𝑐(𝑋R) yang harus dibayarkan oleh 

perusahaan asuransi ke perusahaan reasuransi, yaitu 

 𝑇I = 𝑋I + 𝛱𝜃
𝑑,𝑐(𝑋R). (5.11) 

Sementara itu, total kerugian perusahaan reasuransi adalah nilai kerugian 

𝑋R dikurangi dengan premi 𝛱𝜃
𝑑,𝑐(𝑋R) yang diterima dari perusahaan asuransi, 

yaitu 

 𝑇R = 𝑋R − 𝛱𝜃
𝑑,𝑐(𝑋R). (5.12) 

Secara khusus, Syuhada dkk. (2021) mempertimbangkan prinsip premi 
ekspektasi atau EVPP (expected-value principle premium), yaitu 

 𝛱𝜃
𝑑,𝑐;𝑏(𝑋R) = (1 + 𝑏)E𝜃(𝑋R) = (1 + 𝑏)𝑐𝐾𝜃(𝑑), (5.13) 

dengan faktor loading 𝑏 > 0 dan 𝐾𝜃(𝑑) = E𝜃[(𝑋 − 𝑑)+] = ∫ �̅�𝑋;𝜃(𝑥) d𝑥
∞

𝑑
. 

Perhatikan bahwa jika kerugian perusahaan reasuransi 𝑋R terlalu besar, maka 

premi 𝛱𝜃
𝑑,𝑐;𝑏(𝑋R) yang harus dibayarkan oleh perusahaan asuransi ke 

perusahaan reasuransi juga terlalu besar. Sebaliknya, agar premi 𝛱𝜃
𝑑,𝑐;𝑏(𝑋R) 
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kecil, perusahaan asuransi harus membagikan kerugian 𝑋R yang kecil ke 
perusahaan reasuransi dan harus menanggung kerugian 𝑋I yang cukup besar. 
Dengan demikian, perusahaan asuransi memerlukan model reasuransi 
optimal. Model ini dapat ditentukan dengan mencari batas retensi 𝑑 dan 
proporsi 𝑐 yang meminimumkan ukuran risiko dari total kerugian perusahaan 
asuransi dan/atau reasuransi. 

Dengan memanfaatkan Aksioma TI (translational invariance) dan PH 
(positive homogeneity), Syuhada dkk. (2021) menunjukkan bahwa ukuran risiko 
VaR dari total kerugian perusahaan asuransi dan reasuransi dirumuskan 
sebagai 

VaR1−𝛼I;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇I) 

= VaR1−𝛼I;𝜃(𝑋) − 𝑐[𝑑 ∨ VaR1−𝛼I;𝜃(𝑋) − 𝑑 − (1 + 𝑏)𝐾𝜃(𝑑)], 
(5.14) 

VaR1−𝛼R;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇R) 

= 𝑐[VaR1−𝛼R;𝜃(𝑋) − 𝑑 − (1 + 𝑏)𝐾𝜃(𝑑)], 𝑑 ≤ VaR1−𝛼R;𝜃(𝑋), 
(5.15) 

dengan 𝛼I, 𝛼R ∈ (0, �̅�𝑋;𝜃(0)). Sementara itu, ukuran risiko ES dari total 

kerugian perusahaan asuransi dan reasuransi adalah sebagai berikut. 

ES1−𝛼I;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇I) 

= ES1−𝛼I;𝜃(𝑋) − 𝑐 {𝑑 ∨ VaR1−𝛼I;𝜃(𝑋) +
1

𝛼I
𝐾𝜃[𝑑 ∨ VaR1−𝛼I;𝜃(𝑋)] − 𝑑 − (1 + 𝑏)𝐾𝜃(𝑑)}, 

(5.16) 

ES1−𝛼R;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇R) 

= 𝑐[ES1−𝛼R;𝜃(𝑋) − 𝑑 − (1 + 𝑏)𝐾𝜃(𝑑)], 𝑑 ≤ VaR1−𝛼R;𝜃(𝑋). 
(5.17) 

Untuk 𝑋 yang memiliki distribusi eksponensial, ℰ(휃), atau Pareto, 𝒫(1, 휃), 

grafik ES1−𝛼I;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇I) dan ES1−𝛼R;𝜃

𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇R) diberikan pada Gambar 5.8. Terlihat 

bahwa ES1−𝛼I;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇I) berbanding terbalik terhadap ES1−𝛼R;𝜃

𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇R). Dengan kata 
lain, ES dari total kerugian suatu pihak meningkat seiring penurunan ES dari 
total kerugian pihak lain. Dengan demikian, Syuhada dkk. (2021) 
mengusulkan untuk mencari batas retensi 𝑑opt dan proporsi 𝑐opt dari model 
reasuransi SL–QS yang optimal dengan meminimumkan kombinasi linier dari 

ES1−𝛼I;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇I) dan ES1−𝛼R;𝜃

𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇R), yaitu 

(𝑑opt, 𝑐opt) = arg min
(𝑑,𝑐)∈𝔻

𝛹1−𝛼I,1−𝛼R;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏,𝑎 (𝑇I, 𝑇R), (5.18) 
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dengan 𝛹1−𝛼I,1−𝛼R;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏,𝑎 (𝑇I, 𝑇R) = 𝑎 ES1−𝛼I;𝜃

𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇I) + (1 − 𝑎)ES1−𝛼R;𝜃
𝑑,𝑐;𝑏 (𝑇R), (5.19) 

untuk suatu bobot 𝑎 ∈ [0, 1] dan daerah 𝔻 = (0, VaR1−𝛼R;𝜃(𝑋)] × (0, 1]. 

 

Gambar 0.29 Grafik ES dari total kerugian perusahaan asuransi dan reasuransi, dengan αI = 0,05, αR = 
0,01, dan b = 0,20. 

Dengan memisalkan 

𝑎∗ =
𝑎

2𝑎 − 1
, 𝑏∗ =

1

1 + 𝑏
, 𝑏𝑎

∗ =
𝑎∗ − 1

𝑎∗

𝛼I
−
1
𝑏∗

, 𝐺𝜃
𝑏(𝑑) = 𝑑 +

1

𝑏∗
𝐾𝜃(𝑑), 

𝐻𝛼I,𝛼R;𝜃
𝑎 (𝑑) = 𝑎∗ {𝑑 ∨ VaR1−𝛼I;𝜃(𝑋) +

1

𝛼I
𝐾𝜃[𝑑 ∨ VaR1−𝛼I;𝜃(𝑋)]}

− (𝑎∗ − 1)ES1−𝛼R;𝜃(𝑋), 

Syuhada dkk. (2021) memperoleh (𝑑opt, 𝑐opt) sebagai berikut. 

Kasus 1: Untuk 𝛼I ≤ 𝛼R, nilai (𝑑opt, 𝑐opt) diperoleh untuk 𝑎 > 1

2
 sebagai 

berikut: 

a. (𝑑opt, 𝑐opt) = (VaR1−𝑏∗;𝜃(𝑋), 1) jika 𝛼R < 𝑏
∗ < �̅�𝑋;𝜃(0) dan 𝐺𝜃

𝑏(𝑑) <

𝐻𝛼I,𝛼R;𝜃
𝑎 (𝑑); 

b. (𝑑opt, 𝑐opt) = (VaR1−𝑏∗;𝜃(𝑋), 𝑐) untuk sebarang 𝑐 ∈ (0, 1] jika 𝛼R < 𝑏∗ <

�̅�𝑋;𝜃(0) dan 𝐺𝜃
𝑏(𝑑) = 𝐻𝛼I,𝛼R;𝜃

𝑎 (𝑑); 
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c. (𝑑opt, 𝑐opt) = (VaR1−𝛼R;𝜃(𝑋), 1) jika 𝑏∗ ≤ 𝛼R dan 𝐺𝜃
𝑏(𝑑) < 𝐻𝛼I,𝛼R;𝜃

𝑎 (𝑑); 
d. (𝑑opt, 𝑐opt) = (VaR1−𝛼R;𝜃(𝑋), 𝑐) untuk sebarang 𝑐 ∈ (0, 1] jika 𝑏∗ ≤ 𝛼R dan 

𝐺𝜃
𝑏(𝑑) = 𝐻𝛼I,𝛼R;𝜃

𝑎 (𝑑). 

Kasus 2: Untuk 𝛼R ≤ 𝛼I, nilai (𝑑opt, 𝑐opt) diperoleh untuk 𝑎 > 1

2
 sebagai 

berikut: 

a. (𝑑opt, 𝑐opt) = (VaR1−𝑏∗;𝜃(𝑋), 1) jika 𝑏𝑎
∗ ≤ 𝛼R, 𝛼I < 𝑏

∗ < �̅�𝑋;𝜃(0), dan 
𝐺𝜃
𝑏(𝑑) < 𝐻𝛼I,𝛼R;𝜃

𝑎 (𝑑); 
b. (𝑑opt, 𝑐opt) = (VaR1−𝑏∗;𝜃(𝑋), 𝑐) untuk sebarang 𝑐 ∈ (0, 1] jika 𝑏𝑎∗ ≤ 𝛼R, 𝛼I <

𝑏∗ < �̅�𝑋;𝜃(0), dan 𝐺𝜃
𝑏(𝑑) = 𝐻𝛼I,𝛼R;𝜃

𝑎 (𝑑); 
c. (𝑑opt, 𝑐opt) = (VaR1−𝛼R;𝜃(𝑋), 1) jika 𝑏∗ < 𝑎∗𝑏∗ < 𝛼I dan 𝐺𝜃

𝑏(𝑑) <

𝐻𝛼I,𝛼R;𝜃
𝑎 (𝑑); 

d. (𝑑opt, 𝑐opt) = (VaR1−𝛼R;𝜃(𝑋), 𝑐) untuk sebarang 𝑐 ∈ (0, 1] jika 𝑏∗ < 𝑎∗𝑏∗ <

𝛼I dan 𝐺𝜃
𝑏(𝑑) = 𝐻𝛼I,𝛼R;𝜃

𝑎 (𝑑). 

Perhatikan bahwa pada Kasus 1ac dan 2ac, nilai (𝑑opt, 𝑐opt) tunggal, 
sedangkan pada Kasus 1bd dan 2bd, nilai (𝑑opt, 𝑐opt) tidak tunggal. Sebagai 
ilustrasi, grafik fungsi 𝛹1−𝛼I,1−𝛼R;𝜃

𝑑,𝑐;𝑏,𝑎 (𝑇I, 𝑇R) yang mencapai minimum pada 
(𝑑opt, 𝑐opt) untuk Kasus 1cd dan 2ab diberikan pada Gambar 5.9 (untuk 𝑋 ∼
ℰ(휃)) dan Gambar 5.10 (untuk 𝑋 ∼ 𝒫(1, 휃)). 

 

Gambar 0.30 Grafik fungsi kombinasi linier ES dari total kerugian perusahaan asuransi dan reasuransi 
yang mencapai minimum pada (dopt, copt) untuk kerugian Eksponensial(θ = 1), dengan αI(= 
0,05) < αR(= 0,07), αR(= 0,03) < αI(= 0,05). 
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Gambar 0.31 Grafik fungsi kombinasi linier ES dari total kerugian perusahaan asuransi dan reasuransi 
yang mencapai minimum pada (dopt, copt) untuk kerugian Pareto(1, θ = 2), dengan αI(= 
0,05) < αR(= 0,07), αR(= 0,03) < αI(= 0,05). 

Risiko Usia Lanjut/Mortalitas 

Risiko lain di bidang asuransi adalah risiko usia lanjut (RUL, longevity risk) 
yang juga terkait dengan risiko mortalitas (mortality risk). RUL merupakan 
konsekuensi “positif” dari laju mortalitas (mortality rate) yang semakin 
rendah, sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 5.11. Namun, bagi pihak 
dana pensiun/asuransi jiwa, RUL adalah risiko (finansial) akibat usia 
lanjut/panjang seseorang melebihi yang diprediksi. Serangkaian manfaat 
(anuitas/dana pensiun) yang harus mereka bayarkan ke nasabah melebihi 
yang diharapkan. Dengan demikian, RUL harus diprediksi secara akurat. 

 

Gambar 0.32 Log laju mortalitas dari penduduk Amerika Serikat berusia x = 1, 2, …, 90 pada tahun t = 
1933, 1934, …, 2018. 
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Syuhada dan Hakim (2021) melakukan pemodelan stokastik untuk laju 
mortalitas yang didefinisikan untuk setiap usia 𝑥 pada tahun 𝑡 sebagai berikut. 

 𝑀𝑥,𝑡 =
𝐷𝑥,𝑡
𝐸𝑥,𝑡

, (5.20) 

dengan 𝐷𝑥,𝑡 adalah banyak individu berusia 𝑥 yang meninggal pada tahun 𝑡, 
sedangkan 𝐸𝑥,𝑡 adalah banyak individu berusia 𝑥 pada tahun 𝑡 (yang terpapar 
risiko kematian, exposure-to-risk). Karena {𝑀𝑥,𝑡, 𝑡 ≥ 𝑡0} maupun {ln(𝑀𝑥,𝑡) , 𝑡 ≥

𝑡0} (Gambar 5.11) tidak stasioner, didefinisikan perubahan logaritma laju 
mortalitas, 

 𝑌𝑥,𝑡 = ln(𝑀𝑥,𝑡) − ln(𝑀𝑥,𝑡−1) = ln(
𝑀𝑥,𝑡

𝑀𝑥,𝑡−1
), (5.21) 

sebagaimana diilustrasikan pada Gambar 5.12. 

 

Gambar 0.33 Perubahan log laju mortalitas dari penduduk Amerika Serikat berusia x = 1, 2, …, 90 pada 
tahun t = 1934, 1935, …, 2018. 

Syuhada dan Hakim (2021) melakukan pemodelan stokastik untuk 
perubahan log laju mortalitas dengan mengadopsi pemodelan imbal hasil 
harga aset keuangan, yaitu dengan melibatkan sifat/efek heteroskedastisitas 
(heteroscedasticity effect). Secara khusus, dipilih kombinasi model AR(1) dan 
ARCH(1) sebagai berikut. 

 

{
 
 

 
  𝑌𝑥,𝑡 = 𝜇𝑥,𝑡 + 𝜖𝑥,𝑡 = 𝜇𝑥,𝑡 +√𝜎𝑥,𝑡

2  휀𝑥,𝑡 ,

 𝜇𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥,0 + 𝑎𝑥,1𝑌𝑥,𝑡−1,

 𝜎𝑥,𝑡
2 = 𝑏𝑥,0 + 𝑏𝑥,1𝜖𝑥,𝑡

2 ,

 (5.22) 
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dengan inovasi 휀𝑥,𝑡 ∼ 𝒩(0, 1) dan parameter 𝑎𝑥,0 ∈ ℝ, 𝑎𝑥,1 ∈ (−1, 1), 𝑏𝑥,0 > 0, 
𝑏𝑥,1 ∈ [0, 1). Jika ℱ𝑥,𝑡−1 adalah informasi sampai tahun 𝑡 − 1, maka 
𝜖𝑥,𝑡 | ℱ𝑥,𝑡−1 ∼ 𝒩(0, 𝜎𝑥,𝑡

2 ) dan 𝑌𝑥,𝑡 | ℱ𝑥,𝑡−1 ∼ 𝒩(𝜇𝑥,𝑡 , 𝜎𝑥,𝑡2 ). 

Perhatikan bahwa volatilitas 𝜎𝑥,𝑡2  dari model AR(1)-ARCH(1) di atas 
terobservasi. Dengan mengadopsi pemodelan imbal hasil pada Syuhada 
(2020), Syuhada dan Hakim (2021) juga mengasumsikan volatilitas 

laten/takterobservasi, 𝑉𝑥,𝑡 = ln(𝜎𝑥,𝑡
2 ), untuk perubahan log laju mortalitas dan 

mempertimbangkan kombinasi model AR(1) dan SVAR (stochastic volatility 
autoregressive, orde 1) sebagai berikut. 

 {

 𝑌𝑥,𝑡 = 𝜇𝑥,𝑡 + 𝜖𝑥,𝑡 = 𝜇𝑥,𝑡 + e
𝑉𝑥,𝑡/2 휀𝑥,𝑡 ,

 𝜇𝑥,𝑡 = 𝑎𝑥,0 + 𝑎𝑥,1𝑌𝑥,𝑡−1,

 𝑉𝑥,𝑡 = 𝑏𝑥,0 + 𝑏𝑥,1𝑉𝑥,𝑡−1 + 휂𝑥,𝑡 .

 (5.23) 

Model AR(1)-SVAR(1) di atas melibatkan dua inovasi 휀𝑥,𝑡 ∼ 𝒩(0, 1) dan 휂𝑥,𝑡 ∼
𝒩(0, 𝜎𝜂𝑥

2 ) yang saling bebas serta parameter 𝑎𝑥,0 ∈ ℝ, 𝑎𝑥,1(−1, 1), 𝑏𝑥,0 ∈ ℝ, 
𝑏𝑥,1 ∈ (−1, 1), 𝜎𝜂𝑥

2 > 0. Volatilitas laten 𝑉𝑥,𝑡 bersifat stokastik dan mengikuti 

model AR(1) dengan inovasi 휂𝑥,𝑡, sehingga 𝑉𝑥,𝑡 ∼ 𝒩 (
𝑏𝑥,0

1−𝑏𝑥,1
,
𝜎𝜂𝑥
2

1−𝑏𝑥,1
2 ) dan 

𝑌𝑥,𝑡 | 𝑉𝑥,𝑡 , ℱ𝑥,𝑡−1 ∼ 𝒩(𝜇𝑥,𝑡 , e
𝑉𝑥,𝑡). 

Selanjutnya, model-model mortalitas stokastik di atas digunakan untuk 
memprediksi RUL jika diberikan data laju mortalitas {𝑀𝑥,𝑡 , 𝑡 = 𝑡0, … , 𝑛} sampai 
tahun 𝑛. Secara khusus, Syuhada dan Hakim (2021) mengusulkan ukuran 
risiko Mortality-at-Risk (MaR) yang didefinisikan untuk setiap usia 𝑥 pada 
tahun 𝑛 + ℓ sebagai berikut. 

 P(𝑀𝑥,𝑛 −𝑀𝑥,𝑛+ℓ ≤ MaR𝑥,𝑛+ℓ
1−𝛼  | ℱ𝑥,𝑡−1) = 1 − 𝛼, (5.24) 

untuk suatu 𝛼 ∈ (0, 1) dan bilangan bulat positif ℓ. Artinya, MaR𝑥,𝑛+ℓ
1−𝛼  

menyatakan nilai penurunan laju mortalitas terbesar selama periode waktu ℓ 
tahun ke depan yang dapat ditoleransi pada tingkat keyakinan 1 − 𝛼. Dengan 
demikian, ukuran risiko ini dapat digunakan untuk mengukur RUL. 

Dengan menetapkan ℓ = 1 dan mengasumsikan model AR(1)-ARCH(1), 
Syuhada dan Hakim (2021) memperoleh bentuk eksplisit MaR𝑥,𝑛+11−𝛼  sebagai 
berikut. 
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MaR𝑥,𝑛+1
1−𝛼 = [1 − exp (𝜇𝑥,𝑛+1 + 𝑞𝜖𝑥,𝑛+1|ℱ𝑥,𝑛

𝛼 )]𝑀𝑥,𝑛. (5.25) 

Dalam hal ini, 𝜇𝑥,𝑛+1 = 𝑎𝑥,0 + 𝑎𝑥,1𝑌𝑥,𝑛, dan 𝑞𝜖𝑥,𝑛+1|ℱ𝑥,𝑛
𝛼 = √𝜎𝑥,𝑛+1

2  𝛷−1(𝛼) adalah 

kuantil-𝛼 bersyarat dari 𝜖𝑥,𝑛+1 | ℱ𝑥,𝑛 yang bergantung pada volatilitas 𝜎𝑥,𝑛+12 =

𝑏𝑥,0 + 𝑏𝑥,1𝜖𝑥,𝑛
2 . Dengan mengasumsikan model AR(1)-SVAR(1), Syuhada dan 

Hakim (2021) menghitung MaR𝑥,𝑛+11−𝛼  sebagai berikut: 

MaR𝑥,𝑛+1
1−𝛼 = [1 − exp(𝜇𝑥,𝑛+1 + 𝑞𝜖𝑥,𝑛+1

𝛼 )] 𝑀𝑥,𝑛, (5.26) 

yang ditentukan menggunakan kuantil-𝛼 takbersyarat 𝑞𝜖𝑥,𝑛+1
𝛼  dari 𝜖𝑥,𝑛+1. 

Kuantil tersebut merupakan solusi dari persamaan 

𝛼 = P(𝜖𝑥,𝑛+1 ≤ 𝑞𝜖𝑥,𝑛+1
𝛼 ) 

    = P(휀𝑥,𝑛+1 ≤ 𝑞𝜖𝑥,𝑛+1
𝛼 e−𝑉𝑥,𝑡/2) 

    = E[𝛷(𝑞𝜖𝑥,𝑛+1
𝛼 e−𝑉𝑥,𝑡/2)] 

    = ∫ 𝛷(𝑞𝜖𝑥,𝑛+1
𝛼 e−𝑣/2) 𝜙

[
 
 
 
𝑣 − 𝑏𝑥,0 (1 − 𝑏𝑥,1)⁄

√𝜎𝜂𝑥
2 (1 − 𝑏𝑥,1

2 )⁄
]
 
 
 

d𝑣
∞

−∞

. 

(5.27) 

Hasil perhitungan prediksi MaR (estimative-MaR dan improved-MaR, 
dalam logaritma) diberikan pada Gambar 5.13. Terlihat bahwa prediksi log 
MaR bernilai rendah di sekitar usia 10, lalu cenderung meningkat setelah usia 
20. Hal ini mengindikasikan bahwa penduduk yang lebih tua mengalami 
penurunan laju mortalitas yang lebih besar dibandingkan dengan penduduk 
yang lebih muda. 

 

Gambar 0.34 Prediksi log estimative-MaR dan log improved-MaR0,995 dari penduduk Amerika Serikat 
berusia x = 1, 2, …, 90 pada tahun t = 2019. 
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MaR yang diprediksi di atas dapat dipandang sebagai ukuran risiko untuk 
risiko usia lanjut karena MaR mengukur nilai penurunan laju mortalitas 
terbesar pada tingkat keyakinan tertentu. Di industri asuransi (jiwa) dan dana 
pensiun, prediksi ukuran risiko ini dapat bermanfaat sebagai landasan dalam 
perhitungan premi, penentuan cadangan modal, dan pengantisipasian risiko 
yang lebih besar pada waktu yang akan datang. 
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6 PENUTUP 

Perilaku risiko stokastik bersifat dinamis seiring berkembangnya cara 
berpikir manusia, ketersediaan sumber daya, dan kemajuan teknologi. 
Sebagai contoh, fenomena risiko yang sebelumnya tidak perlu dikuantifikasi 
dapat berubah, dan bahkan konsekuensi finansialnya dihitung secara detail. 
Akibatnya, model risiko terus diperbaiki (improved) dan 
diperluas/dimodifikasi (extended/modified) hingga memenuhi keakuratan 
yang diinginkan dan memberikan risiko finansial yang efektif. 

Penggunaan teknologi seperti pembelajaran mesin (machine learning) dan 
kecerdasan buatan (artificial intelligence, AI) dapat membantu pemodelan dan 
prediksi risiko yang lebih akurat. Syuhada dkk. (2023b) telah memulai 
melakukan hal tersebut dengan membandingkan model risiko berbasis 
ensemble learning dan kelas GARCH. Sementara itu, Syuhada dkk. (2023c) 
melibatkan dua model risiko, yaitu GA-ARMA-GARCH (genetic algorithm 
combined with ARMA-GARCH) dan AI-KDE (artificial intelligence with kernel 
density estimation). 

Literasi teori risiko menjadi sebuah kesempatan sekaligus tantangan bagi 
masyarakat kuantitatif (quantitative risk society) yang menginginkan 
peningkatan kualitas hidup secara seimbang terhadap kondisi finansial. 
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