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KONTROL ROBUST BERORDE MINIMUM:
TEORI DAN APLIKASINYA

1. PENDAHULUAN

1.1 Sejarah Singkat Perkembangan Sistem Kontrol

Banyak masalah dalam sains dan rekayasa mempunyai model dalam
bentuk sistem dinamik. Untuk berbagai keperluan perilaku sistem
dinamik ini penting untuk diatur atau dikendalikan. Salah satu cara yang
banyak dilakukan adalah dengan memberikan masukan yang sesuai pada
sistem dinamik tersebut. Pada awalnya dilakukan dengan coba-coba
sampai diperoleh perilaku sistem dinamik yang diinginkan. Proses untuk
menentukan bentuk masukan kedalam suatu sistem dinamik sehingga
diperoleh respon seperti yang diinginkan kita sebut sebagai perancangan
sistem kontrol, selanjutnya masukan tersebut dikenal sebagai kontrol. Bila
terkait dengan memaksimumkan atau meminimumkan suatu fungsi

objektif disebut sebagai kontrol optimal.

Fungsi kontrol sendiri sudah dikenal sejak James Watt pada abad
kedelapanbelas menemukan mesin uap, yaitu kontrol kecepatan, namun
untuk menentukannya belum sistematis atau belum menggunakan
formulasi matematika. Seiring dengan perkembangan ilmu pengetahuan

dan teknologi, perkembangan teori kontrol berkembang demikian pesat.
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Perkembangan teori kontrol dipicu oleh dua hal yaitu akibat perkem-
bangan penelitian di bidang matematika dan juga akibat tantangan

penggunaan dibidang teknologi.

Secara historis teori kontrol dikelompokkan menjadi dua area yaitu
kontrol konvensional dan kontrol modern. Kontrol konvensional
mengkover konsep dan teknik yang berkembang sampai tahun 1950,
sementara kontrol modern dari tahun 1950 sampai saat ini. Beberapa
metoda yang populer pada kontrol konvensional seperti metoda root-
locus (dikenal juga sebagai metoda grafik), Nyquist, dan Bode. Era kontrol
moden dimulai saat persamaan sistem kontrol dapat distrukturkan
sehingga komputer dapat dengan efisien menyelesaikannya. Pada saat ini,
model sistem kontrol dapat direduksi dari bentuk persamaan diferensial
orde n menjadi orde satu, yang dikenal sebagai persamaan ruang keadaan,
yang dengan mengagumkan dapat dengan sukses menangani sistem
dengan banyak masukan dan banyak keluaran (MIMO), yang kontras
pada masa sebelumnya, yang hanya mampu untuk masalah satu masukan
dan satu keluaran (SISO). Masa kontrol konvensional juga dikenal dimana
para disainer kontrol bekerja dalam kawasan frekuensi, dan masa setelah

itu bekerja dalam kawasan waktu.

Seiring dengan semakin kompleksnya permasalahan yang dihadapi
manusia, dimana timbul persoalan untuk mengatur plant (objek yang
diatur) yang tidak diketahui secara pasti dengan dinamika yang tidak

diketahui dan berkaitan pula dengan disturbansi yang tidak diketahui.
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Perancangan sistem kontrol yang mampu menangani persoalan ini yang
dirujuk sebagai kontrol robust. Beberapa teori yang masuk kategori
kontrol robust adalah H, control, psynthesis, dan gap metric yang sudah
banyak dipublikasikan dan saat ini sudah/sedang dikembangkan untuk
berbagai sistem seperti sistem linear time-varying, sistem linear dengan
parameter berubah waktu, sistem bilinear, sistem nonlinear, dan sistem

parameter terdistribusi.

1.2 Sistem Kontrol Berorde Minimum

Perancangan sistem kontrol dengan menggunakan kontrol robust
cenderung menghasilkan orde pengontrol yang tinggi akibat penggunaan
fungsi-fungsi bobot yang diharapkan dapat mereduksi pengaruh
berbagai gangguan, perturbasi, maupun ketidakpastian. Sementara itu,
banyak masalah dalam sains dan rekayasa mempunyai model dengan
derajat kebebasan yang tinggi. Dalam implementasi, sistem kontrol
dengan orde yang tinggi dapat menimbulkan ketidakpastian ,kesulitan
numerik, dan ongkos yang sangat mahal. Oleh karena itu, sistem kontrol
berorde minimum menjadi suatu keharusan. Ada dua pendekatan yang
dapat dilakukan untuk memperoleh sistem kontrol berorde minimum
yaitu cara langsung dan taklangsung. Cara langsung artinya parameter-
parameter sistem pengontrol berorde minimum ditaksir secara langsung.
Pada umumnya metoda ini banyak mengalami kesulitan. Sedangkan cara

tidak langsung terdiri atas dua bagian yaitu, yang pertama, sistem kontrol
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terlebih dahulu dirancang untuk plant berorde tinggi, kemudian orde
sistem kontrol tersebut direduksi, yang dikenal sebagai controller reduction.
Yang kedua adalah, orde plant berorde tinggi terlebih dahulu direduksi,
kemudian sistem kontrol untuk plant dengan orde tereduksi dirancang,
dikenal sebagai model reduction. Cara yang kedua ini yang paling banyak
digunakan para peneliti. Untuk sistem linear time-invariant dan sistem
linear dengan parameter berubah terhadap waktu, apabila menggunakan
controller reduction, degradasi kinerja sistem kontrol dapat diketahui
akibat reduksi orde, sementara apabila menggunakan model reduction
hal tersebut tidak dapat diketahui. Degradasi dapat diketahui melalui

perhitungan numerik.

Konsep mereduksi orde model, dimulai dari yang paling sederhana
yaitu modal trunkasi. Konsep dari metoda ini adalah variabel state yang
memberikan kontribusi pada sistem dapat diabaikan. Adapun kontribusi
state pada sistem berkaitan dengan nilai karakterisitik sistem. Selanjutnya
karena metoda ini mempunyai kesalahan yang relatif besar, maka
beberapa peneliti mencoba memperbaikinya dengan metoda balanced
truncation. Secara ringkas ide dari metoda ini adalah, sistem terlebih
dahulu ditransformasi menjadi balanced system, kemudian state yang
memberikan kontribusi kecil diabaikan. Dalam metoda ini kontribusi
state terkait dengan nilai singular sistem. Pada umumnya metoda ini
memberikan hasil yang baik untuk sistem yang mempunyai frekuensi

tinggi. Sementara itu, ada beberapa sistem yang mempunyai frekuensi
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rendah, sehingga metoda yang sudah dikembangkan untuk menyeder-
hanakan sistem ini adalah aproksimasi singular perturbation. Dalam
metoda ini state dibagi menjadi dua mode yaitu fast dan slow mode.
Model yang lebih sederhana akan diperoleh dengan membuat kecepatan
dari state pada fast mode sama dengan nol. Hal yang menakjubkan adalah
bahwa batas atas kesalahan dari metoda balanced trunkasi dan
aproksimasi singular perturbasi adalah sama. Kesalahan yang terjadi
pada semua metoda diatas dapat diperbaiki dengan metoda proyeksi.
Hasil dari metoda diatas digunakan sebagai syarat awal untuk metoda
proyeksi, dan parameter model sederhana diperoleh dengan proses iterasi
berulang sampai mempunyai kesalahan seperti yang diinginkan. Sampai
saat ini sudah banyak metoda yang sudah dikembangkan yang

didasarkan pada metoda yang disebutkan sebelumnya.

2. KONTROL ROBUST

Ada tiga teori kontrol yang masuk dalam kelompok robust control
yaitu teori kontrol H,, p synthesis, dan Gap metric. Pada bagian ini akan
diberikan formulasi masalah yang berkaitan dengan H, control untuk
sistem linear time-invariant, karena pada dasarnya konsepnya dapat
dimanfaatkan untuk sistem yang lain. Penelitian H, optimization pada
sistem kontrol dimulai pada tahun 1979 oleh Zames yang mengerjakan

minimisasi co-norm untuk fungsi sensitivitas dari sistem SISO. Adapun
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konsep yang digunakan dalam H, control memanfaatkan konsep di
Ruang Hardy yang dikembangkan oleh Hardy, yang dalam suatu

essaynya pernah mengatakan:

For Hardy, the most beautiful mathematics was that which had no
applications in the outside world (pure mathematics) and, in particular, his
own special field of number theory. He justifies the pursuit of pure
mathematics with the argument that its very "uselessness” meant that it
could not be misused to cause harm. On the other hand, Hardy denigrates
applied mathematics, describing it as "ugly”, "trivial” and "dull”. These
characterizations concerning applied mathematics mean that it is not the fact
that it is applied that makes it "ugly”, "trivial” and "dull” but it is because
more often the most "ugly”, "trivial” and "dull” mathematics is usually that
finding application.

Sejak itu hasil penelitian yang berkaitan dengan H, control sungguh
luar biasa banyaknya. Sudah begitu banyak buku maupun paper yang
terbit baik untuk pengembangan teori maupun untuk aplikasi. Secara
umum, diagram blok untuk masalah kontrol untuk sistem dinamik
diberikan seperti pada Gambar 1. Objek yang akan kita kontrol/kendali-
kan adalah suatu sistem dinamik yang akan disebut sebagai plant. Pada
masalah real/nyata tentu saja plant ini tidak terlepas dari berbagai
pengaruh seperti disturbance, uncertainty, dan noise. Dalam hal ada state
dari sistem yang tidak dapat diukur, akan dilakukan penaksiran. Hal ini

akan dikerjakan pada komponen filter. Jadi persoalannya adalah
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menentukan controller/pengendali agar keluaran dari sistem dekat

dengan fungsi refrensi yang diberikan meskipun plant mengalami

berbagai ganggguan.
Uncertainty
\L Disturbance
+ -I-\L
Ref ) € _IController Plant O
- +
+
Filter Sensor
"1
Computer Plant Noise

Gambar 1.: Bentuk Umum Masalah Kontrol Sistem Dinamik

Permasalahan diatas dapat diformulasikan ke dalam bentuk
matematis. Misalkan plant yang diperumum (gabungan antara model
dinamik dari masalah yang akan dikontrol dengan beberapa fungsi bobot
yang berfungsi untuk mengkover berbagai gangguan). Model dinamik

dari plant yang diperumum ini dapat dituliskan dalam bentuk:

(t) = Ax(t) + Byo(t) + B,u(t)
2(t) = C(t) + Dyw(t) + Du(t)

y(t) = Cx(t) + D,w(t) + D,,u(t) (1)
dimana ueR" sebagai masukan (kontrol), weR' adalah disturbance, zeR’
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adalah keluaran yang akan dikontrol, ye R’ adalah keluaran yang diukur,
xeR" adalah variabel keadaan (state), AcR"™", B,eR", B,eR"", C,eR"™,

X xI X1 xl X
C,eR™,D,,eR™,D,eR", D, eR" dan D,,eR™.

Adapun tujuannya adalah menentukan hukum kontrol umpanbalik u
= Ky yang meminimumkan fungsi ftansfer sistem lup tertutup dari z ke w
dalam H,-norm. Fungsi transfer sistem lup tertutup dapat dituliskan

dalam bentuk:

sz(s):C_(sI—Z)’1]§+5 (2)
dimana

A=A+B,K(I-D,K)'C,, B=B,+B,K(I-D,K)"'D,

1
C=C,+D,K(I-D,K)'C,, D=D,,+ D,K(I-D,K)'D,
Menentukan pengontrol H, yang optimal secara numerik sulit

diperoleh, sehingga dalam kepentingan yang lebih praktis sering

digunakan konsep suboptimal yaitu diberikan y > 0, akan ditentukan
semua pengontrol K(s), sehingga ||T.,||.<y, dimana ||T.,|,=sup&(1.,(jo)).

Meminimumkan H, -norm dari fungsi transfer ekivalen dengan

meminimumkan magnitude terbesar dari respon frekuensi. Jadi secara

sederhana, persoalan H, control dapat dinyatakan sebagai berikut:

Perhatikan Gambar 2, jika diberikan plant yang diperumum P, akan

ditentukan K(s), sehingga || T_,||.<y .
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Gambar 2.: Sistem lup tertutup

3. BEBERAPA KONTRIBUSI DALAM SISTEM KONTROL
BERORDE MINIMUM

3.1 Sistem Linear Time-Invariant

Kelebihan sistem kontrol berorde minimum yang kami kembangkan
ini adalah batas kesalahan akibat reduksi orde pengontrol dapat dibuat
seminimum mungkin dengan cara membuat nilai awalnya dari metoda
yang sudah ada.

Persamaan dinamik dari sistem kontrol K(s) dapat dituliskan dalam
bentuk

X(t) = A%(t)+ By(b)

u(t) = Ci(t)+ Dy(t) ©

Berikut ini akan diberikan syarat perlu dan cukup untuk menjamin

eksistensi dan ketunggalan model pengatur yang lebih sederhana.
e EKSISTENSI DAN SISTEM KONTROL TEREDUKSI

Teorema: Diberikan y>0, model pengatur yang lebih sederhana ada
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jika terdapat matriks definit positip X, Y e R"" sehingga
ATX + XA XB ATY +YA CT X I,
N <0, R <0, >0,
BTX  —yI C —y 1 L, Y
X 1
rank "I n+r (4)
I, Y

Jika (4) dipenuhi maka sistem kontrol berorde minimum adalah

sebagai berikut:
A =N'MNT-NT'A'N,B, =-N"'YB,C, =-CN’ (5)
dengan M=ATY+YA,NNT=Y-X.

Dapat kita lihat dengan jelas dari teorema ini bahwa jika ada X dan Y
yang memenuhi (4) secara simultan, maka model yang lebih sederhana
dapat diperoleh melalui persamaan (5). Tetapi, adalah sulit untuk
menentukan X dan Y, karena persamaan (4) tidak konveks. Untuk itu,
dilakukan suatu tranformasi melalui proyeksi alternating yang

mengakibatkan sistem menjadi konveks.

* Metoda Proyeksi Alternating

Metoda proyeksi alternating merupakan skema iteratif untuk
menentukan titik-titik persekutuan dari beberapa himpunan konveks
tertutup. Dibandingkan dengan metoda yang lain, teknik ini lebih
sederhana dan efisien untuk menyelesaikan masalah pada non-smooth

convex. Metoda ini juga telah diperumum untuk masalah non-convex
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feasibility. Tetapi dalam kasus ini, hanya kekonverganan secara lokal yang
dijamin. Untuk memperoleh titik-titik persekutuan dari beberapa
himpunan konveks tertutup, berikut ini akan didefinisikan himpunan

solusi yang memenuhi suatu kendala yaitu:

ATX+XA XB
C,=1X:X2> I, A I,
B'X  —yI
Av+yAa C'
Cp= Y:Y> I, . I
C -1
X ylI X vyl
C,= (X,Y): ! 20 ,Cy= (X Y),:rank ! (6)
vIY vIY

Langkah-langkah dari proyeksi alternating untuk memperoleh X dan

Y yang memenuhi persamaan (4) secara simultan adalah sebagai berikut:
Diberikan (X,, Y,) sebagai syarat awal.

Pertama, hitung proyeksi X, pada C,, dan juga proyeksi Y, pada C,,,
Misalkan X, dan Y, secara berurutan adalah hasilnya. Proyeksi ini dapat
diformulasikan sebagai suatu masalah optimisasi Linear Matrix

Inequalities (LMI) dengan memperkenalkan tambahan kendala Z:

{ z xl—xo}>0

X,-X, I )

Proyeksi Y, pada C,,dapat diperoleh dengan cara formulasi LMI yang

mirip dengan yang diatas.
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Kedua, proyeksi ortogonal (X, Y;) pada C, diberikan oleh
X, =(%+ X~ LA, L")2
Y, =(% + X, + LA, L") (8)

dimana A, matriks diagonal yang diperoleh dengan menggantikan nilai

eigennegatip dari A denganbilangannoldan Y, - X,=LAL".

Terakhir, proyeksi (X,, Y,) pada C; dapat dihitung melalui persamaan
berikut:

Xy =%+ X, -UgV" )2

Y=Y+ X, +USV" )2 ©)

dimana X, matriks diagonal yang diperoleh dengan menggantikan nilai

singular X sebanyak (11-r) dengan bilangannoldan Y, - X,=UZV".

Dengan menggunakan nilai X; dan Y, model yang lebih sederhana
dapat ditentukan. Apabila model tersebut belum seperti yang diinginkan
maka tahap selanjutnya adalah mengulangi langkah dari awal sampai
sesuai dengan yang diinginkan. Kekonvergenan dari barisan proyeksi

alternating diberikan dalam teorema berikut.

Teorema: Barisan (Xi, Yl) OO 1konvergen ke suatu titik irisan
1=
C,.,NC,NC,NC; untuk suatu nilai awal (X,, Y,). Jika irisannya tidak ada,

maka barisan proyeksi alternating tidak konvergen.

Algoritma ini dapat diimplementasikan dengan mudah dalam

program komputer tetapi bisa terjadi dengan kekonvergenan yang
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lambat. Hal ini bisa diatasi dengan memberikan beberapa informasi arah.

Barisan (Xi, Yi) joz (juga konvergen ke suatu titik dalam irisan
C.NC,NC,NC; untuk suatu nilai awal (X, Y,). Algoritma ini merupakan

teknik komputasi yang efisien untuk menyelesaikan masalah konveks.

e BILINEAR MATRIX INEQUALITIES DAN ALGORITMA
GENETIKA
Untuk menentukan sistem kontrol, khususnya kontrol passive, telah
dikembangkan metoda komputasi dengan menggunakan Bilinear Matrix
Inequalities (BMI) dan Algoritma Genetika (AG). Berikut ini adalah
masalah perancangan kontrol passive untuk suspensi pada kereta api.
Model dari masalah suspensi tersebut seperti yang diberikan pada

Gambar 3, dan persamaan dinamiknya dapat dituliskan dalam bentuk
Eu +F f+ F f = MX+ CX + KX (10)
dimana M, K, C adalah masing-masing sebagai massa, stiffness dan

damping, u adalah gaya kontrol, f dan f adalah masing-masing sebagai

displacement excitations dan velocity excitation.

k, 0 0 0 0 0 6 00 0 0 0

0 k,b, 0 0 0 0 0 ¢, 0 0 0 0

K = 0 0 0 0 0 O = 0 0 0 0 0 O ’

0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O

0 00 0 0O 0 0 0 0 0 O

0 00 0 0 0 0000 0 0
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1 Bw 3

Gambear 3.: 6-dof suspension system model

T T
X=Xy Xp X; X, X5 X,], f= (Xt Xera]

_ TY = Yt
Yt_ [Xo1 Xopp X Xy X4 Xy Xy X4] ’ - :

Y,
(10 1 0 0 0 0 O]
o -1 0 1 0 0 0 O
g =1 0 -1 10 1 0] g_[E E], U=KY.
o 1 o0 -1 0 -1 0 1
o o o o 1 0 -1 o0
0 0 0 0 0 1 0 -]
Dengan mendefinisikan X, = _ , persamaan state dari
X—M "E.f
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masalah suspensi dapat dituliskan dalam bentuk

X.=AX,+Bf+BU (11)

dimana

I M'F 0
A= 91 1 Y B1 = 1 . -1 ’ BZ = -1
MK -M'C M'(F, - CM'F,) M'E

Berdasarkan geometri kereta api, persamaan measured output dari
masalah suspensi dapat dituliskan dalam bentuk

Y =CX_+D,f (12)

Dan persamaan output adalah

X3
z= —~CX +D,f (13)
X

4

Dengan demikian persamaan lup tertutup dari f ke zadalah

X = ¥X_+ Of (14)
z=0X +If
dimana
vy i oD A+BKC, i B,+BKD,
® | T C i D,

K,=diag (k, k, k, k, k, k, k, k, ¢, ¢, ¢, ¢, ¢, ¢, ¢, C,.

Untuk menyelesaikan masalah ini, dapat dilakukan dengan
menggunakan BMI yaitu menentukan S, K, yang memenuhi
$>0
K,>0
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Hal ini bisa juga diselesaikan dengan menggunakan algoritma

genetika. Adapun perbandingan hasilnya adalah sebagai berikut:

TABLE 1: FINAL DESIGN OF PARAMETERS BY BMI

o 49,448 Nsm | Ky 60,896

Nm !

¢ 21,703 Nsm | Ky 26,808

Nm !

TABLE 2: FINAL DESIGN OF PARAMETERS BY GENETIC ALGORITHM

¢ 47 400 Nsm | K 17,600  Nm !

() 57,400 Nsm ' [ ko 13,200 Nm !

Bode Diagram
From: In(1)

150 T T

100 |

sys_Nodamper
sys_Nguyen
sys_GA

50 f

Magnitude (dB)
To: Out(1)
o

50F

-100 |

-150 L L PR L L il

107 10
Frequency (rad/sec)

Gambar 4. Gain of frequency response of X;(s)/X..(s)
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Bode Diagram

From: In(2)
150 T — T T —T—T T
sys_Nodamper
———"sys_Nguyen
100 b sys_GA

50

Magnitude (dB)
To: Out(1)
o

-50 [

-100 [

-150 . .
10° 10 10 10

Frequency (rad/sec)

Gambar 5. Gain of frequency response of X,(s)/X,.,(s)

Bode Diagram
From: In(1)
150 ¥ AL R LR | T L A R B LR |

sys_Nodamper
— ——sys_Nguyen
sys_GA

100

50

Magnitude (dB)
To: Out(2)
o

-50

-100

-150 A A
10° 10 10 10

Frequency (rad/sec)

Gambar 6. Gain of frequency response of X,(s)/X..(s)
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Bode Diagram
From: In(2)

150

sys_Nodamper
————— sys_Nguyen
sys_GA

Magnitude (dB)
To: Out(2)

-150
10

Frequency (rad/sec)

Gambar 7. Gain of frequency response of X,(5)/X,.,(s)

3.2 Sistem Linear dengan Parameter Berubah Terhadap Waktu

Untuk lebih merepresentasikan masalah real seringkali model yang
digunakan adalah dalam bentuk sistem linear dengan parameter berubah
terhadap waktu. Pada bagian ini akan diberikan langkah-langkah untuk
menentukan sistem kontrol berorde minimum untuk sistem linear dengan
parameter berubah terhadap waktu. Pada tahap awal akan dijelaskan
konstruksi sistem kontrol berorde penuh yang dikembangkan oleh
Apkarian. Bentuk pengontrol dengan orde penuh akan direpresentasikan
dalam contractive right coprime factorizations (CRCF). Selanjutnya sistem
kontrol berbentuk CRCF di balanced, dan dengan aproksimasi singular

perturbation, sistem kontrol berorde minimum akan diperoleh.

Perhatikan sistem linear dengan parameter berubah terhadap waktu

Majelis Guru Besar Prof. Roberd Saragih
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G(p) dengan persamaan dinamik

x(t)=A(p(t)x(t) + B,(p(t))w(t) + B,(p(t))u(t)

z(t) = Ci(p(D)x(t) + Dy(p(D))w(t) + Dy(p(t))u(t)

y(t) = C,(p(t))x(t) + D,,(p(t))w(t) + D, (p(t))u(t) (16)
Atau dapat dituliskan dalam bentuk polytopic

1

A(P(t)) Bl(P(t)) B, (P(t)) A; B, By
G (p (t)) D, (p ®) ) D, (p (t)) eC, C;, Dy Dy
C, (p (t)) D, (p (t)) D, (p (t)) C, Dy Dy, . (17)

Persamaan dinamik sistem kontrol berorde penuh K(p), dapat dituliskan
dalam bentuk

5. (= A, (p()x, )+ B, (p()) y(®)

u(t)=C, (p())x (O + D (p ®))y(®) (18)
yang memenuhi kriteria performansi H, yaitu parameter varying sistem
lup tertutup (16)-(18) stabil kuadratik atas ®@dan L, gain dari parameter
varying sistem lup tertutup dibatasi oleh y, y>0. Karakteristik dari sistem

kontrol berorde penuh diberikan dalam teorema berikut.

Theorem : Consider the generalized LPV plant with polytopic form (11).
There exists a polytopic LPV controller enforcing quadratic stability and a
bound v, (y > 0), on the L, gain of the closed-loop system, whenever there
exist symmetric positive definite matrices Y and Z and quadruples (Ek,-,

B,, C,, D, ) such that the following LMI problems is feasible

Majelis Guru Besar Prof. Roberd Saragih
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YA+ B.C, + (%) % " ]
Al AZ+B,C,. + (*) * *
(YB,+B.D,)" (B,+B,+D,D,)" I . <Y
' C.+D,D,C, CiztouCi Dyt DpD.Dyy I |
11/ é } >0 (19)

wherei=1,2,....., |, terms denoted * will beinduced by symmetry.

Contoh:

M+N+(¥) *| |[M+M +N+N O
Q Pl Q P

Pengontrol LPV berorde penuh dapat diperoleh melalui prosedur berikut
1. Tentukan N danM yang memenuhil- YZ=NM".

2. Kontruksi A,, B,, C,, D,,dengan
Aki =N~ (‘Zki _(‘;lki)T _Y(Eki)z_éki)MT

dimana ‘Zlki =4+ BZil_)kiCZi ’ Bki =4 _BZkaiCZi ’ éki = EkiCZiZ + YBZiEki/
B,=N"(B,-YB,D,), D, =D;,i=12,..1.

Realisasi ruang keadaan sistem kontrol berorde penuh adalah sebagai
berikut:

A (p0) B(P0)] & [ A B Lo
{Ck(p(t)) D,{(p(t))}—;ai(f){cki ij,a,»(z)zo, ;ai(t)_l (20)

Selanjutnya akan digunakan aproksimasi balanced singular perturbation
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(SPA) untuk mereduksi sistem kontrol melalui contractive right coprime
factorizations (CRCF). Lemma berikut diperlukan untuk menurunkan

CRCF pengontrol LPV K(p).

Lemma: Let K(p) have a continuous, quadratically stabilizable, and
quadratically detectable state space realization. Let F,(p) and L,(p) such

that A, (p) + B,(p)F,(p) and Ak (p) + L(p)C,(p) are quadratically stable for all p

€ ©.Defigne
A4(p) | B(p) ~L(p)
Ulp) T(p)|_| —— | —— -+
v 20 Gio) | o) 1| o
[F(p) |1 0

4.(p) | L(p) -B.(p)
{{((P) YN(p)}= ——= | == -
Vip) Ulp)] |F(p) | 0 ry
Ck(p) | 1 _Dk(P)
where
4.(p)=4.(p)+ L (p)Ci(p), B.(p)=B.(p)+L.(p)D,(p)
then
[{((p) YN(p)}U(p) f(p)}:,
Vip) ~Ulp) ][V (r) X(p)

Definition: The ordered pair [U(p) V (p)] represents a CRCF of

K(p) if

Majelis Guru Besar Prof. Roberd Saragih
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1. K(p)=UJV,",
2. There exist X(p), Y(p) such that X (p)U(p)+Y(p)V(p)=1,
3. [U " V' (p) | is a contraction in the following sense

sup  sup (22)

p(1)eF, ueLzHﬂE<l

]
{ =

Eksistensi CRCF untuk m-order parameter varying controller K(p),

diberikan dalam teorema berikut.

Teorema: Misalkan K(p) kontinu, dapat distabilkan dan dideteksi
secara kuadratik, maka CRCF K(p) diberikan oleh right coprime factorization
(RCF) dari

/Alk(p) | Bk(p)

u(e)]_| - | -

{V@)} ¢.(p) | Dup)| )
F(p) | 1 |

dimana F,(p)=-B/(p)X, dan X=X">0 adalah solusi yang
diperkenankan dari X4, (p)+4; (p)X —XB,(p)B/ (p)X <0, VpeO®.

Selanjutnya misalkan matriks simetri definit positip P dan Q masing-

o)

U
Berdasarkan { (p)} dalam persamaan (23), P dan Q memenuhi

V(p)

pertaksamaan Liapunov berikut

masing sebagai controllability dan observability Gramians dari [

Majelis Guru Besar Prof. Roberd Saragih
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A,(p)P+PA (p)+B,(p)B[(p)<0, VpeO®,

A (P)O+04,(p)+Cl (p)C,(p)+ F (P)F(p) <0, Vpe® (24)

Dengan menggunakan Schur complement dan merubah variabel
P=P"' dan Q=Q"', pertaksamaan diatas ekivalen dengan LMIs
berikut

PA(p)+ A (p) P PW)}O {QAZ(€)+;1k~(p)Q ocl (p)]_,
A -1 | Ci(p)0 -1 ’
’ é}o 25)

C.(p)+ D, (p)Fi(p)
F(p)

diperoleh dengan mengambil invers dari (25).

dimana ék(p)z{ } Solusi persamaan (24) dapat

Dengan menggunakan matriks transformasi balancing state, kita akan

memperoleh transformed controllability dan observability Gramians

P=0=%=diag(Z,.%,), dengan P=7"'PTT, 0=T"0T,
3, =diag(o,,+-,0,), T, =diag (o

r+l2

--,0,), 0,>0,, dan o, =,/4,(PQ)

r+l

,0,>0,,,

j=L2,-,r,r+L---,m

Balanced parameter varying CRCF untuk K(p) dapat dinyatakan

sebagai

{U(p)}: ————————— S} (26)

V(p)] | C(p)+ D (P)Fu(0) | Di(p)

. A(p) ]
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dimana

4 (,D) =T"'4, (p)T,
(p)=-B! (p)X.

Partisi balanced parameter varying CRCF bersesuaian dengan
S =diag(%,,%,) yaitu

‘EMEP)) ‘Ekzgp; | éklgp))
%3 k4 B,
(o K
P Ekll(p) Eklz(p) | Dk(P)
| Fa(p) Folp) | 1]
dimana

dengan

an eR™, Zk12 eR™", Zkzl eR", Zkzz e R Ekl eR™,

(m=r)xm ~ m,xr m, x(m=r) myxr = m, x(m-r)
B,eR ', C,eR™",C,eR ,F,eR” ,F,eR” .

Apabila sistem sudah balanced, states yang berkaitan dengan ¢-

smaller singular values (22 ( p)) merepresentasikan fast dynamics dari

sistem. Berdasarkan konsep metoda singular perturbation, kita set
derivatif semua state yang berkaitan dengan X, sama dengan nol.
Selanjutnya, metoda generalized singular perturbation dapat

diterapkan untuk mengaproksimasi balanced CRCF (27) dimana

Majelis Guru Besar Prof. Roberd Saragih
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matriks state space dievaluasi pada setiap polytope vertices yaitu.

Fioi (Aklzi + BkliF;cZi ) X(Zkzzi + EkZiF;cZi )_1 (ZkZIi + EkZiF;cli ) ’

_ _ _ 1 —
Dkv,.i =1-F, (Ak22i +Bk2iF;c2i) By,

Dengan asumsi (4,,, +B,,F,,) mempunyai invers untuk setiap

i=1,2,...,]. Realisasi ruang keadaan U (,0) dan V(p) dinyatakan

sebagai berikut
A B ! A. B
U,(,O): kr(p) kr(p) ::zai(t) ki kyi ) ai(l)ZO,
Ch, ( ,O) D,, ( ,0) il Cuyi Dii
/
>a,(n)=1. (28)
i=1

! Ak,j Bk,j
) 2 p

kv,i kv,i

/

} a, (=0, Y a()=1.
i=1

(29)

dan sistem kontrol berorde minimum r -order, dapat dituliskan dalam

bentuk
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! A k,i B D C Blekv1
= a,(t) AR Za(t)—l (30)
i=1 Cku i Dku szv levl Dku szv i

e HASIL SIMULASI

Berikut ini adalah hasil simulasi yang diaplikasikan ke suatu
struktur fleksibel untuk mereduksi vibrasi yang terjadi. Bentuk

struktur seperti yang diberikan dalam Gambar 8.

Gambar 8. Theoretical model of structure

Persamaan dinamik dari masalah ini dapat dituliskan dalam bentuk
M, (p)%,()+C,(p)% () +K,(p)x)+d,z(t)+b,f(1)=0, (31)
dimana M,, C, dan K, adalah masing-masing inertia, damping dan

stiffness dari structure. d, adalah disturbansi untuk mengeksitasi
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akselerasi Z dan b, adalah input matrix untuk gaya /.

Sistem kontrol berorde penuh mempunyai orde 30 dan dengan
menggunakan metoda reduksi yang telah dijelaskan sebelumnya orde
pengontrol dapat direduksi sampai orde 7. Sebagaimana terlihat pada
Gambar 9 bahwa performansi pengontrol berorde 30, pada mode pertama,
nilai singularnya dapat direduksi sekitar 15 dB dan 8 dB pada mode
kedua. Performansi ini dapat dipertahankan dengan pengontrol berorde
7. Demikian juga apabila kita lihat dari respon impulse untuk transversal
dan torsional displacement, performansi pengontrol orde 30 relatif sama
dengan performansi pengontrol berorde 7 sebagaimana diberikan oleh

Gagmbar 10 dan Gambar 11.

__:No controller
---: Full-order controller
-.-.=: 7Tth-order controller

10° 10' 107 10°
Frequency (rad/sec)

Gambar 9. Frequency response of closed-loop system

Majelis Guru Besar Prof. Roberd Saragih
Institut Teknologi Bandung 27 7 Januari 2011



x 10°%  the first story

1

i | |
|

[+

\

/|

it

Displacement(m)
%) o

Iy

iy "
j u{&':ﬁfy\' \.lW\'v MN vy

A
\ /

o

0.5

1 1.5 2

Time(sec)
x 10°%  the third story
1

Displacement(m)
=} o

o O o
e
__3__

0
-

-
o

Displacerment(m)

Displacement(m)

Gambar 10. Impulse response
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Gambar 11. Impulse response of torsional displacement
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3.3 Sistem Linear Berdimensi Takberhingga

Meskipun berbagai metoda untuk mereduksi orde model sistem
berdimensi takberhingga telah berkembang dengan pesat, namun metoda
tersebut belum banyak diaplikasikan untuk memperoleh pengontrol
berorde rendah. Hal ini disebabkan karena adanya kesulitan numerik
untuk menguji keefektifan metoda reduksi dari sistem semula. Persoalan
ini kemudian memunculkan ide untuk mengganti sistem berdimensi
takberhingga dengan sistem berskala besar yang memenuhi asumsi
kekonvergenan. Pendekatan seperti ini relatif baru berkembang dalam
beberapa tahun terakhir. Implementasi numerik perancangan pengontrol
berorde rendah melalui reduksi model dengan balanced truncation dan

LQG truncation telah di publikasikan.

Ada tiga pendekatan yang kami lakukan untuk memperoleh model
tereduksi untuk sistem berdimensi takberhingga, yaitu:

* Reduksi model melalui transformasi Resiprokal

* Reduksi model melalui dekomposisi sistem

* Reduksimodel berdasarkan kesetimbangan Riccati

3.3.1 Reduksi model melalui transformasi resiprokal

Bentuk abstrak dari sistem persamaan diferensial parsial dapat
dinyatakan sebagai sistem linear berdimensi takberhingga dengan
realisasi ruang keadaan sebagai berikut.

x(t) = Ax(t) + Bu(r)

y(t) = Cx(¢) + Du(t) (32)

Prof. Roberd Saragih
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dengan x(¢r) adalah vektor keadaan pada ruang Hilbert berdimensi
takberhingga y, u(f) adalah vektor input pada ruang Hilbert v dan
¥(t) adalah vektor output pada ruang Hilbert v. Sedangkan 4 adalah
operator linear takterbatas yang membangun Co -semigrup 7(f) pada
X, B:v—y merupakan operator input, C:y —v merupakan
operator output dan D:v —»>v. B dan C diasumsikan merupakan
operator linear terbatas dan mempunyai rank hingga. Selain itu, ruang

input v dan ruang output v diasumsikan berdimensi hingga.

Ide dasar untuk mengkonstruksi reduksi model berdasarkan
transformasi resiprokal adalah mengkonversi teknik SPA menjadi
teknik balanced truncation dari sistem resiprokal. Sistem balanced
adalah realisasi yang mentransformasi sistem berdimensi takberhingga
(4,B,C,D) sedemikian  sehingga  menghasilkan = Gramian
keterkontrolan dan Gramian keterobservasian yang keduanya sama
dengan operator diagonal di ruang /¢, yaitu ruang barisan yang
terjumlah kuadrat. Balanced truncation dari sistem (4,B,C,D)
diperoleh dengan cara mentrunkasi variabel yang sulit untuk dikontrol
dan diobservasi yang bersesuaian dengan nilai singular Hankel kecil
setelah sistem di balanced. Konsep balanced truncation tersebut hanya

berlaku untuk sistem yang stabil eksponensial.

Perumuman reduksi model dengan konsep transformasi resiprokal

pada sistem berdimensi takberhingga dikembangkan untuk dua kasus
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yaitu, kasus yang pertama, transformasi resiprokal diterapkan pada

sistem balanced di ruang ¢,, kemudian dilakukan trunkasi variabel

keadaan yang bersesuaian nilai singular Hankel kecil sehingga
diperoleh sistem resiprokal tereduksi berdimensi hingga. Hasil ini
kemudian ditransformasi kembali sehingga diperoleh formula pertama
model tereduksi. Sedangkan kasus kedua adalah, transformasi
resiprokal diterapkan pada sistem semula sedemikian sehingga metoda

balanced truncation dapat diaplikasikan pada sistem resiprokal.

Teorema. Misalkan G dan G masing-masing adalah fungsi transfer
dari sistem (4,B,C,D) dan resiprokal (ﬁ,f?,é,b). Jika sistem
(4,B,C,D) stabil eksponensial, maka operator Hankel dari resiprokal
(21, B, C’,]ﬁ) bersifat kompak. Selain itu, nilai singular Hankel dari kedua
sistem tersebut adalah identik. Berdasarkan teorema ini, teori realisasi
balanced juga dapat diterapkan pada sistem resiprokal (4,8,C,D).
Model tereduksi yang didapat kemudian ditransformasi sehingga
diperoleh formula kedua model tereduksi. Sistem tereduksi yang
diperoleh bersifat stabil asimtotik serta mempertahankan karakteristik
sistem semula pada kondisi tunak. Secara taklangsung, teknik ini dapat
dipandang sebagai perumuman metoda SPA dari sistem FDLTI ke

sistem berdimensi takberhingga.
3.3.2 Reduksi model melalui dekomposisi sistem
Metoda ini dikembangkan untuk sistem yang tidak stabil
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eksponensial, tetapi terstabilkan dan terdeteksi secara eksponensial.
Konsep dasar pendekatan dekomposisi sistem adalah membagi sistem
atas subsistem stabil berdimensi takberhingga dan subsistem tak stabil
berdimensi hingga. Kemudian, metoda balanced truncation dan
transformasi resiprokal diaplikasikan pada subsistem stabil untuk
memperoleh model tereduksi. Langkah berikutnya adalah
menjumlahkan subsistem tak stabil dengan model tereduksi dari
subsistem stabil yang merupakan model tereduksi keseluruhan dari

sistem semula.

Syarat perlu tentang keterstabilan dan keterdeteksian dari sistem

tereduksi dituangkan dalam teorema berikut.

Teorema. Jika sistem (4,B,C,D) terstabilkan dan terdeteksi
eksponensial dengan B dan C mempunyai rank hingga, maka sistem
tereduksi dengan balanced truncation dan transformasi resiprokal,
keduanya bersifat terstabilkan dan terdeteksi asimtotik serta memenuhi

IG()-G,(s)], <2 i o, (33)

i=rl+

3.3.3 Reduksi model berdasarkan kesetimbangan Riccati
Metoda reduksi berdasarkan kesetimbangan solusi dari dua
persamaan Riccati yang muncul dalam konstruksi pengontrol LQG

disebut balanced truncation LQG. Sedangkan yang bersesuaian dengan

pengontrol H_ disebut balanced truncation H_,. Kesetimbangan
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Riccati adalah realisasi yang mentransformasi sistem sehingga solusi
dari persamaan Riccati kontrol dan Riccati filter, keduanya sama

dengan operator diagonal yang berupa nilai karakteristik.

Perangkat utama untuk menkonstruksi kesetimbangan H_ adalah

keterhubungan sistem yang terstabilkan dan terdeteksi eksponensial
dengan eksistensi faktorisasi koprima-kiri ternormalkan yang bersifat
stabil eksponensial. Gagasan dasar untuk mengkonstruksi realisasi

kesetimbangan H_ ini mengadopsi metoda yang bersesuaian dengan

kesetimbangan LQG.

Eksistensi  kesetimbangan H untuk sistem berdimensi

0

takberhingga diberikan dalam teorema berikut.

Teorema. Misalkan G adalah fungsi transfer dari sistem (4,B,C,D)

yang terstabilkan dan terdeteksi eksponensial, dengan B dan C
keduanya adalah operator terbatas dan mempunyai rank hingga. Maka

terdapat realisasi setimbang H, pada ruang ¢, untuk G sedemikian

sehingga solusi Riccati memenuhi

X =Y = A=diag (u, p1,--.) (34)

dengan y; disebut nilai karakteristik H, ke i dari G, untuk
i=12,...,0.
Model tereduksi diperoleh dengan cara mentrunkasi variabel keadaan

yang bersesuaian dengan nilai karakteristik kecil setelah diurutkan
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yang disebut dengan metoda balanced truncation H,, . Adapun perbandingan dari sistem tanpa pengontrol dan dengan

pengontrol diberikan seperti Gambar 13, Tabel 3, Gambar 14, dan Tabel 4.
e HASIL SIMULASI

Untuk melihat kinerja pengontrol pada sistem berdimensi

o 10° . .
takberhingga, suatu simulasi terhadap single-link flexible arm : : : _ : ::::;J;: 3::3::::
2H--- oo . - REEREE : S -
dilakukan seperti yang diberikan pada Gambar 12. Persamaan gerak = ; : ; f
816
dari masalah ini dapat dituliskan dalam bentuk: g
o
= 1
2 4 4 z
M (x+R)(1))=—4M 0 W(f”) v 12 W(f’t) e 2
ot Ox ot\ Ox it
Lok ) ot
JO(0)+ j {M(x+ R O(t)+ M(x+ R)v'{/(x,t)} dx =u(t) waktu (detik]
0
Gambar 13. Impulse response of rotational displacement
Y Y
a3 Tabel 3: Perbandingan kinerja pengontrol pada torsional
e
link terdefieksi
Response Sebelum dikontrol Sesudah dikontrol
peak time 0,10 detik 3,30 detik
percent overshoot 91,35% 0 %
delay time 0,024 detik 0,35 detik
rise time 0,038 detik 1,10 detik
setting time 3,40 detik 1,45 detik

Gambar 12. Single-link flexible arm
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T
sebelum dikontrol
sesudah dikontrol

o & 10 15 20 25 30 35 A0 a5 50
wakiu [detik]

Gambar 14. Impulse response of tarnsversal displacement

Tabel 4: Perbandingan kinerja pengontrol pada transversal

Response Sebelum dikontrol Sesudah dikontrol
peak time 0,65 detik 2,15 detik
percent overshoot 93,6% 28,92 %
delay time 0,22 detik 0,47 detik
rise time 0,20 detik 1,39 detik
setting time 28,5 detik 18,6 detik

4. PENUTUP

Sistem kontrol robust berorde minimum semakin diperlukan seiring
dengan semakin tingginya kompetisi dalam era global ini, dimana

efisiensi sudah merupakan keharusan. Secara numeric, optimisasi orde
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pengontrol semakin dapat dilakukan dengan mudah akibat

perkembangan teknologi komputer yang sangat pesat.

Pada masa yang akan datang, keakuratan dan representasi model
akan semakin penting. Untuk itu model nonlinear akan menjadi pilihan
untuk memodelkan berbagai masalah. Dengan demikian persoalan
berikutnya adalah bagaimana mengoptimalkan orde pengontrol pada

sistem kontrol nonlinear akan menjadi perhatian kami.
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