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KATA PENGANTAR

Alhamdulillahi robbil’alamiin, segala puji penulis panjatkan kehadirat
Allah SWT, atas segala ijin, rahmat dan karuniaNya, naskah pidato ilmiah
dengan judul SUBRUANG INVARIANT: KONTRIBUSI DAN
PERLUASANNYA dapat penulis selesaikan. Terima kasih penulis
sampaikan kepada pimpinan dan anggota Majelis Guru Besar Institut
Teknologi Bandung atas kesempatan yang diberikan kepada penulis
untuk menyampaikan pidato ilmiah di hadapan sidang Majelis Guru
Besar Institut Teknologi Bandung yang terhormat sebagai bentuk
pertanggungjawaban akademik atas amanah guru besar yang penulis

terima.

Subruang invariant merupakan salah satu topik di bidang aljabar linier
yang mendapat cukup banyak perhatian peneliti untuk dikembangkan
karena aplikasinya yang luas, baik dalam bidang aljabar linier sendiri,
analisis, geometri maupun sistem kontrol linier. Dalam pidato ilmiah ini,
disampaikan tiga pengembangan yang telah penulis lakukan bersama
kolega dan mahasiswa terkait dengan subruang invariant dan
generalisasinya, yaitu

1. Pengkajian tiga tipe subruang invariant: subruang marked,

subruang hyperinvariant, dan subruang karakteristik.

2. Pengkajian matriks perbandingan berpasangan yang mempunyai

peranan penting pada suatu metode pengambilan keputusan
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majemuk yang diberi nama analytical hierarchy process (AHP).

3. Pengembangan dan generalisasi subruang invariant ke modul.

Semoga tulisan ini akan memberikan manfaat bagi pembaca dan
menjadi bagian ibadah penulis dalam mengabdi kepada Allah SWT,

amien.

Bandung, 22 Juli 2011

Pudji Astuti Waluyo
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SUBRUANG INVARIANT:
KONTRIBUSI DAN PERLUASANNYA

1. PENDAHULUAN

Pertama-tama saya ucapkan terima kasih atas kesempatan yang
diberikan kepada saya untuk menyampaikan pidato ilmiah pada sidang
yang terhormat ini. Kesempatan ini saya manfaatkan untuk menyampai-
kan hasil-hasil penelitian terkait dengan topik subruang invariant yang
saya tekuni bersama kolega dan mahasiswa pada belasan tahun terakhir
ini. Konsep subruang invariant merupakan penyatuan dua konsep dasar

dalam matematika; subruang dan invariant.

Invariant yang berarti tidak berubah atau tetap, dalam matematika
merupakan konsep yang menyatakan tentang sifat objek matematika.
Teori invariant mulai dikembangkan pada tahun 1840an dalam dua
konteks yang berbeda, dalam karya Boole tentang transformasi linier dari
polinom homogen dan dalam karya Hesse tentang kajian titik kritis pada
kurva bidang berorde-3 yang dikaitkan dengan determinant matriks
Hessian [16]. Sekarang ini, konsep invariant kita dapati di hampir semua
bidang matematika. Sebagai contoh kita dapati kajian tentang persamaan
diferensial biasa yang invariant terhadap waktu, sistem kontrol linier yang
invariant terhadap waktu, invariant manifold dan subruang yang invariant
terhadap suatu operator linier disingkat subruang invariant. Karena
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aplikasinya yang sangat luas, topik subruang invariant telah dikaji dan
dikembangkan di berbagai bidang matematika seperti aljabar linier,
analisis, dan geometri. Adapun perjalanan penjelajahan saya di dunia

subruang invariant melalui rute aljabar linier.

Aljabar adalah salah satu cabang matematika yang biasanya dikaitkan
dengan berbagaiide dan teknik matematika terkait dengan aritmatika dan
manipulasi formal objek matematika. Pada abad 18 dan 19, penelitian di
bidang aljabar utamanya tentang teori persamaan polinom dan teori
bentuk polinom (polynomial forms) termasuk konsep invariant aljabar
(algebraic invariant). Pada akhir abad 19 dan awal abad 20, perkembangan
penelitian di bidang aljabar mengalami perubahan fundamendal dengan
mulai terkristalisasi pandangan baru aljabar modern atau abstrak yang
bekerja secara aksiomatik dan struktural [17]. Aljabar linier yang
berkembang sampai saat ini dapat dimasukkan dalam kelompok aljabar

modern.

Aljabar modern mengkaji struktur objek-objek yang dikaji dan
dikembangkan di berbagai bidang matematika. Objek-objek matematika
tersebut biasanya kita namakan sistem matematika. Perumpamaan bebas
yang sering saya gunakan atau sampaikan, misalnya pada saat berdiskusi
dengan mahasiswa, adalah bahwa di dalam aljabar modern kita
mempelajari ‘anatomi” dan “fisiologi” sistem matematika. Dalam aljabar
modern kita mengkaji komponen apa saja yang menyusun suatu 'species’

sistem matematika seperti grup, gelanggang, ruang vektor, modul dan
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lain-lain; mempelajari bagaimana peran dan fungsi dari unsur-unsur
tersebut dalam sistem yang dikaji, serta melakukan perbandingan antar
sistem matematika. Karena itu, dan karena objek-objek yang dikaji di
dalam aljabar modern adalah objek matematika yang dikaji di berbagai
bidang matematika, tidaklah mengherankan jika teori dan hasil-hasil yang
dikembangkan di dalam aljabar modern, termasuk aljabar linier, banyak
melandasi dan memberikan manfaat yang luas pada perkembangan

berbagaibidang matematika.

Melihat pemanfaatan aljabar linier, suatu hal yang wajar pula bahwa
kemunculan dan perkembangan konsep dasar yang membangun aljabar
linier sekarang ini, seperti konsep sistem persamaan linier, determinant,
bebas linier, basis dan dimensi, kita dapati di berbagai bidang matematika.
Konsep-konsep tersebut bahkan telah berkembang pada abad 18 dan 19
dalam bentuk yang terkait dengan keperluannya waktu itu, mendahului

kelahiran konsep ruang vektor [32].

Ruang vektor, menyambung perumpamaan bebas di atas, adalah
salah satu species’ yang dikembangan di dunia aljabar modern. Ruang
vektor merupakan sistem matematika yang menjadi kerangka kerja dan
melandasi bangunan aljabar linier. Ruang vektor baru diperkenalkan
pertama kali secara aksiomatik oleh Peano pada tahun 1888 jauh sesudah
berbagai konsep dasar dalam aljabar linier seperti determinant dan bebas
linier dimunculkan. Lebih dari itu, pengkajian yang intensif tentang ruang

vektor juga baru dimulai tahun 1918 ketika konsep ruang vektor riil
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berdimensi hingga diperkenalkan secara terpisah oleh Weyl [32]. Karena
itu, jika kita pelajari sejarah aljabar linier, urutan kelahiran sejumlah
konsep yang ada dalam aljabar linier adalah kebalikan dari urutan
konsep-konsep yang kita dapati di buku-buku aljabar linier sekarang dan

yang kita ajarkan.

Subruang invariant adalah suatu bagian dari suatu ruang vektor yang
mempunyai struktur dan sifat tertentu terkait dengan suatu operator
linier. Operator linier sendiri adalah suatu cara membandingkan atau
mengaitkan dua buah ruang vektor yang mengawetkan struktur di kedua
ruang vektor yang dibandingkan tersebut. Struktur subruang invariant
yang telah banyak dikaji dan dikembangkan oleh para peneliti dapat
membantu memecahkan permasalahan yang terkait dengan ruang vektor
dan operator linier. Metode pemecahan masalah dengan memanfaatkan
konsep dan struktur subruang invariant disebut metode atau pendekatan
subruang invariant atau sering disebut juga pendekatan secara geometri.
Metode subruang invariant banyak dimanfaatkan di berbagai bidang,
antara lain dibidang aljabar sendiri, bidang analisis, bidang sistem kontrol

dan lain-lain.

Prinsip dasar pada pendekatan subruang invariant sangat sederhana
dan natural, yaitu memanfaatkan struktur subruang invariant untuk
membantu memecah permasalahan yang kompleks dan sukar ditangani
menjadi sejumlah subpermasalahan yang kecil-kecil dan diharapkan

menjadi lebih sederhana sehingga dapat diselesaikan. Sebagai ilustrasi
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perhatikan contoh sederhana operator linier pada ruang vektor R’berikut:

TA : R3 — R3

T 3 -2 1 x a
Y — -1 2 1 y =120
z -1 1 2 z c

Operator linier T, memetakan atau mengaitkan atau beraksi pada vektor

x 3 =21

y dengan mengalikannya dengan matriks A = | -1 2 1

z -1 1 2
a

menjadi vektor | b |. Aksioperator T, tidak terlalu sederhana. Setiap
C

a
komponen dari vektor y = | b |, sebagai hasil aksi operator T, pada
C
x
vektor v.= | y |, bergantung pada semua komponen vektor v.
2

Hal yang menguntungkan adalah operator T, memecah atau
mendekomposisi ruang R’ menjadi tiga buah subruang berdimensi satu

yang istimewa. Subruang pertama adalah V, yang berisi semua vektor

1
kelipatan dari vektor v; = [ 1 |. Semua vektor di V, dipetakan oleh
0
T, pada dirinya sendiri, artinya tetap ke dalam V.
3 -2 1 o a
-1 2 1 a | =1 o
-1 1 2 0 0
Subruang kedua adalah V, yang berisi semua kelipatan vektor
1
ve = | 1 |].Semua vektor di V; dipetakan oleh 7'y menjadi dua kalinya,
1
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artinya tetap ke dalam V5.

3 -2 1 o «
-1 2 1 o =2 «
-1 1 2 o Qo

Subruang lainnya adalah V5 yang berisi kelipatan dari vektor vs =
-1
1 |. Aksi T4 pada vektor di V5 menghasilkan empat kalinya.
1

3 -2 1 —Q -«
-1 2 1 o =4 a
-1 1 2 «Q a

Lebih lanjut, jumlah ketiga subruang tersebut, yaitu V,+V,+V,, adalah
seluruh ruang R’. Keistimewaan ini memberikan peluang untuk memecah
operator linier T, menjadi tiga buah operator linier pada masing-masing
subruang V;; V, dan V, dimana aksinya pada masing-masing subruang
tersebut lebih sederhana, yaitu melipatkan vektor yang dilakukan

tindakan.

Untuk sebarang operator linier T, suatu subruang yang memiliki
struktur seperti subruang V;; V,; V; di atas, dimana aksi T pada vektor di
dalamnya akan menghasilkan vektor yang kembali berada di subruang
tersebut, kita namakan subruang invariant terhadap operator T atau
disingkat subruang invariant. Secara umum, jika aksi operator linier pada
suatu ruang vektor dapat menyebabkan terdekomposisinya seluruh
ruang vektor menjadi sejumlah subruang invariant yang berdimensi satu,

maka kita dapat memecah operator linier tersebut menjadi sejumlah
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operator linier pada masing-masing subruang invariant dengan aksinya
yang sederhana. Sangat disayangkan atau sebaliknya adalah suatu
keberuntungan bahwa hal ini tidak selalu terjadi, sehingga banyak hal

yang masih perlu dikaji, diteliti, dan dikembangkan lebih lanjut.

Pada kesempatan ini akan disampaikan tiga pengembangan yang
telah saya lakukan bersama kolega dan mahasiswa terkait dengan
subruang invariant dan generalisasinya, yaitu

1. Pengkajian tiga tipe subruang invariant: subruang marked,

subruang hyperinvariant, dan subruang karakteristik.

2. Pengkajian matriks perbandingan berpasangan yang mempunyai

peranan penting pada suatu metode pengambilan keputusan
majemuk yang diberi nama analytical hierarchy process (AHP).

3. Pengembangan dan generalisasi subruang invariant ke modul.

2 SUBRUANG MARKED, HYPERINVARIANT DAN
KARAKTERISTIK
Penelitian saya bersama Prof. H. K.Wimmer dariWuerzburg, Republik
Federal Jerman, berkaitan dengan subruang invariant menyangkut tiga
tipe subruang invariant; yaitu subruang marked, subruang hyperinvariant,
dan subruang karakteristik. Konsep subruang marked dapat dilihat di
Gohberg dkk [30]. Konsep subruang marked dikembangkan antara lain

untuk memahami dan memecah permasalahan yang terkait dengan ruang
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vektor dan operator linier secara bertahap. Kajian karakterisasi dan sifat-
sifat subruang marked telah banyak dilakukan, misalnya di Bru dkk [15]
dan Ferrer dkk [21]. Konsep subruang marked juga telah diperluas menjadi
(C,A)-marked yang mempunyai aplikasi pada masalah kestabilan sistem

kontrol linear [18].

Operator linier yang sederhana akan memecah atau mendekomposisi
seluruh domain atau ranah ruang vektor menjadi sejumlah subruang
invariant berdimensi satu. Selanjutnya, aksi operator pada masing-masing
subruang invariant adalah melipatkan vektor dengan skalar. Misalkan
domain ruang vektor diilustrasikan sebagai seluruh cakram pada Gambar
1(a) dan juring-juring dalam gambar tersebut mengilustrasikan subruang
invariant. Perlu diketahui ilustrasi ini hanya sekedar perumpamaan yang
tidak sepenuhnya tepat. Namun demikian saya yakin ilustrasi ini dapat
memberikan penjelasan yang sederhana tentang subruang invariant,

khususnya subruang marked.

Secara umum, sebarang operator linier mendekomposisi seluruh
domain ruang vektor menjadi beberapa subruang invariant dengan
dimensi sebarang. Bahkan ada suatu operator linier yang disebut
nonderogatori dengan satu nilai karakteristik, untuk operator linier
tersebut, seluruh ruang vektor tidak dapat lagi didekomposisi. Masing-
masing subruang invariant pedekomposisi tidak dapatlagi didekomposisi
menjadi subruang invariant yang lebih kecil dan saling lepas. Dalam hal

ini, aksi operator linier pada subruang invariant yang berdimensi lebih
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dari 1 masing belum sederhana.

(a) (b)

Gambar1: [lustrasi Subruang Marked

Salah satu cara untuk dapat lebih memahami aksi operator linier pada
subruang invariant yang tidak dapat didekomposisi lagi adalah melalui
barisan naik subruang invariant seperti yang diilustrasikan pada Gambar
1(b). Pada gambar tersebut, subruang V., misalnya berdimensi 3, tidak
dapat lagi didekomposisi menjadi dua atau tiga buah subruang invariant
dengan dimensi satu atau dua yang saling lepas. Dalam hal ini, jika dapat
diperoleh subruang invariant V, dan V, dengan V, di dalam V, dan V, di
dalam V, serta dimensi V, satu, dimensi V, dua dan dimensi V, tiga maka
pemahaman aksi operator linier pada V, dapat diperoleh secara bertahap
dari aksi pada V), aksi pada V, dan selanjutnya aksi pada V..

Ide dekomposisi seperti ilustrasi tersebut di atas antara lain yang

diakomodasi oleh subruang marked dengan definisi formal sebagai

berikut. Basis Jordan adalah basis ruang vektor terkait dengan bentuk
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kanonik Jordan suatu matriks yang diperkenalkan oleh Jordan dan
Weirstrass, serta dapat digunakan untuk menunjukkan similaritas dua

matriks [32].

Definisi 2.1.

Misalkan C menyatakan lapangan bilangan kompleks, V suatu ruang vektor
atas lapangan C yang berdimensi hingga dan T : V —— V suatu operator
linier. Suatu subruang T-invariant W disebut subruang marked jika W
memiliki basis Jordan terhadap T yang dibatasi pada W yang dapat diperluas
menjadi basis Jordan dari V terhadap T.

Secara formal subruang marked adalah subruang invariant yang
dibangun dengan menggunakan suatu basis Jordan, khususnya sebagian
unsur dalam suatu basis Jordan dikeluarkan dan disisanya digunakan
untuk membangun subruang marked tersebut. Dengan demikian dapat
disimpulkan bahwa pada dasarnya subruang marked dapat dipandang
sebagai fungsi dari basis Jordan seluruh ruang vektor dan barisan
bilangan bulat tak negatif yang mengindikasikan anggota dari basis
Jordan yang dikeluarkan dan berarti tidak menjadi anggota basis
subruang marked. Dengan demikian, secara umum untuk dua buah basis
Jordan yang berbeda dengan paramater barisan bilangan bulat yang sama,

ada kemungkinan menghasilkan dua subruang marked yang berbeda.

Salah satu kajian yang kami lakukan adalah mencari kondisi atau

syarat atau kriteria untuk subruang marked yang tidak bergantung pada
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basis Jordan. Artinya mencari barisan bilangan bulat tak negatif, jika ada,
sehingga subruang marked yang dibangun dengan barisan bilangan bulat
tersebut dan sebarang basis Jordan akan tetap untuk semua basis Jordan
yang mungkin. Kajian ini membawa kami pada perkenalan dengan dua
jenis subruang invariant lainnya, yaitu subruang hyperinvariant dan
subruang karakteristik. Khususnya, kita memperoleh hubungan ketiga
subruang tersebut sebagaimana diperlihatkan dalam teorema berikut.
Suatu subruang yang invariant terhadap operator linier T dikatakan
hyperinvariant jika ia juga invariant terhadap semua operator linier yang
komutatif dengan T ( lihat [30], [33]) dan suatu subruang yang invariant
terhadap operator linier T disebut subruang karakteristik jika ia juga

invariant terhadap semuaisomorfisma yang komutatif dengan T [31].

Teorema 2.2. (Astuti dan Wimmer [10] [11])

Misalkan T' : V' — V suatu operator nilpotent pada ruang vektor berdi-
mensi hingga V' dengan semua pembagi elementernya adalah s, ... s',
O0<t; <--- <tpdan 0 <r; <t;,i=1,..., k. Misalkan pula U adalah him-
punan semua pembangun basis Jordan, r = (r1,...,ry) dan W(r,U) adalah
subruang marked yang dibangun oleh r dan pembangun basis Jordan U € U.

Pernyataan berikut ekivalen.

i. W(r,U) tidak bergantung pada pembangun U,
artinya W (r,U) = W (r,U) untuk semua U € U.
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ii. r=(ry,...,r%)dan (ty —ry,... ty — ry) bersifat

0<rm<rg<--- <y

0<t1—r <log—r2 < -+ <tp—ry
iii. W (r,U) adalah subruang karakteristik.

iv. W(r,U) adalah subruang hyperinvariant.

Teorema 2.2 menunjukkan syarat perlu dan cukup untuk subruang
marked yang tidak bergantung pada basis Jordan. Khususnya syarat perlu
dan cukup tersebut ada pada point ii., dua barisan bilangan bulat tak
negatif yang bersifat monoton tak turun. Seperti yang telah saya
sampaikan sebelumnya, salah satu barisan bilangan bulat tak negatif
tersebut mengindikasikan unsur-unsur dalam basis Jordan dari seluruh

ruang vektor yang tidak termasuk sebagai basis dari subruang marked.

Teorema 2.2 juga berhasil memperlihatkan keterkaitan atau
hubungan antara tiga buah tipe subruang, subruang marked, hyperinvariant
dan karakteristik. Mengingat setiap subruang hyperinvariant adalah juga

merupakan subruang karakteristik maka diperoleh akibat berikut.

Akibat 2.3. (Astuti dan Wimmer [11])
Marked + Karakteristik = Hyperinvariant

Aplikasi Teorema 2.2 yang kami kembangkan adalah untuk

menentukan penyelesaian persamaan aljabar Riccati (Algebraic Riccati
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Equation disingkat ARE) berbentuk

Q+FX+XF-XDX=0 (2.1)
dengan Q; F;D adalah matriks atas lapangan kompleks berukuran m x m,
D dan Q matriks Hermit dengan D > 0 dan diasumsikan pasangan (F,D)
terkontrol. Pada masalah infinite-horizon sistem kontrol linier yang
invariant terhadap waktu, penentuan pengontrol optimal dengan fungsi
biaya kuadratik pada akhirnya menyangkut penyelesaian ARE (2.1) yang
bersifat Hermit [14]. ARE juga memegang peranan penting pada
pengkajian teori kontrol H-infinity. Terkait dengan ARE ini, diperoleh

teorema berikut yang merupakan aplikasi Teorema 2.2 di atas.

Teorema 2.4. (Astuti dan Wimmer [10])

Misalkan matriks Hamiltonian yang berkaitan dengan ARE (2.1) adalah

F -D
=1 o)

merupakan matriks nilpotent dengan pembagi elementer s*™ ... %™,

Bentuk W = (Im H™ N Ker Hm1) 4+t (Im H™ N Ker Hmk)

Maka W adalah subruang dari C" yang invariant terhadap H dengan
Dim(W) =m. Misalkan pula Y,Z adalah dua buah matriks berukuran m x m

Y , .
sehingga kolom-kolom matriks ( 7 ) membentuk basis dari W maka Y
nonsingular dan X =Y "Z adalah solusi tunggal Hermit dari ARE (2.1).

Subruang W dalam Teorema 2.4 adalah subruang hyperinvariant yang

memenuhi persyaratan pada Teorema 2.2. Dalam Toerema 2.4 kami

Majelis Guru Besar Prof. Pudji Astuti Waluyo
Institut Teknologi Bandung 13 22 Juli 2011



memberikan suatu alternatif cara memperoleh solusi ARE, yaitu solusi

ARE dapat dikonstruksi dari basis subruang hyperinvariant W tersebut.

Hasil kajian di atas juga telah menjadi fenomena yang memberikan
inspirasi kepada kami untuk meneliti lebih lanjut struktur dari ketiga tipe
subruang invariant, termasuk hubungan antar mereka. Mengingat setiap
subruang hypeinvariant adalah karakteristik, dicari lebih lanjut syarat
bilamana subruang karakteristik bersifat hyperinvariant dan diperoleh
hasil-hasil berikut yang telah dan sedang dipersiapkan untuk dipublikasi-
kandijurnal.

1. Untuk lapangan (sistem skalar) tumpuan yang berisi lebih dari 2
unsur, diperoleh bahwa setiap subruang karakteristik adalah
hyperinvariant [31][11].

2. Untuk lapangan tumpuan berisi dua unsur, yaitu Z, terdapat
subruang karakteristik yang tidak hyperinvariant jika dan hanya
jika bentuk kanonik Jordan dari operator linier terkait
mengandung hanya satu blok Jordan berukuran R x R dan hanya
satublok Jordanberukuran S x S dengan R+1<S[35][12].

3. Deskripsi atau identifikasi suatu kelas subruang karakteristik

yang tidak hyperinvariant [13].

3 MATRIKS PERBANDINGAN BERPASANGAN

Pengembangan yang kedua adalah suatu pemanfaatan sederhana
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struktur subruang invariant untuk mengkaji matriks perbandingan
berpasangan. Matriks perbandingan berpasangan (pairwise comparison
matrix disingkat PCM) merupakan matriks positif resiprokal yang
memegang peranan penting pada Analytical Hierarchy Process (AHP). AHP,
dikembangkan oleh L. Saaty tahun 1980 [34], adalah suatu metode
pembuat keputusan yang melibatkan banyak alternatif dan kriteria.
Penerapan AHP pada masalah pengambilan keputusan dengan »n buah
alternatif keputusan atau kriteria akan menghasilkan PCM berukuran n x
n. Komponen baris ke-i kolom ke-j dari PCM tersebut menyatakan rasio
atau perbandingan dominasi alternatif keputusan atau kriteria ke-i

terhadap alternatif keputusan atau kriteria ke-j.

Dalam AHP, nilai karakteristik terbesar dari matriks PCM beserta
vektor karakteristik positifnya digunakan untuk mengidentifikasi urutan
prioritas berbagai alternatif keputusan, kriteria atau subkriteria yang
sedang ditelaah. Nilai karakteristik terbesar dari PCM juga digunakan
untuk menentukan indeks konsistensi dari penyelesaian yang

dikembangkan.

Berbagai penelitian telah banyak dilakukan tentang sifat-sifat dan
struktur nilai karakteristik terbesar dan vektor karakteristiknya yang
positif dari suatu PCM, termasuk metode menaksirnya [19], [20] [29].
Walaupun demikian, struktur ruang vektor nampaknya belum banyak
dimanfaatkan pada hasil-hasil penelitian tersebut. Sehubungan dengan

hal tersebut, kami menawarkan suatu alternatif memanfaatkan struktur
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subruang invariant pada pengkajian PCM.

AHP untuk permasalahan yang ideal akan menghasilkan PCM
dengan rank 1 yang disebut PCM konsisten. Untuk kasus ini, nilai
karakteristik dan vektor karakteristik positifnya dapat diperoleh dengan
mudah. Pada kenyataannya, masalah pengambilan keputusan
mengandung pandangan dan pertimbangan yang subjektif sehingga
menghasilkan PCM yang tidak konsisten, biasanya disebut PCM

terganggu.

Kajian yang kami lakukan baru pada PCM terganggu sederhana.
Kajian kami tentang matriks PCM terganggu sederhana, menghasilkan
bahwa matriks PCM mendekomposisi ruang vektor R" menjadi jumlah
langsung dua buah subruang invariant, yaitu subruang peta dan subruang
inti. Keistimewaan ini memberikan peluang pencarian nilai dan vektor
karakteristik PCM, termasuk pencarian polinom karakteristiknya cukup
dibatasi pada ruang peta yang jauh lebih kecil dimensinya dibandingkan
seluruh ruang vektor. Dari kajian tersebut, dapat diperoleh bentuk
eksplisit vektor karakteristik positif PCM. Hasil tersebut selanjutnya
dimanfaatkan lebih lanjut untuk melihat pengaruh gangguan pada
terjadinya perubahan prioritas alternatif keputusan serta indeks
konsistensi. Hasil kajian ini telah dipublikasikan dalam dua buah makalah
yang diterbitkan di jurnal nasional dan internasional [27] dan [5] serta

menjadi topik kajian tesis mahasiswa magister.
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4 PERLUASAN KE TEORI MODUL

Salah satu pendekatan yang banyak dilakukan di dalam penelitian
matematika adalah memperumum atau memperluas cakupan dari hasil-
hasil penelitian yang telah ada pada kelas yang lebih besar. Jika suatu
struktur, sifat, atau teorema A berlaku pada objek-objek dalam suatu kelas
B dan kelas B adalah bagian dari kelas C, suatu hal yang sangat alamiah
jika kita mempertanyakan apakah struktur, sifat, atau teorema A tersebut
juga berlaku pada objek-objek di kelas C. Kita juga dapat
mempertanyakan bagian mana dari struktur, sifat, atau teorema A yang
masih berlaku pada C, atau adakah struktur, sifat, atau teorema yang

serupa dengan A yang berlaku di C?

Sehubungan dengan pendekatan di atas kami telah mengembangkan
hasil tentang subruang invariant ke dalam konteks teori modul. Teori
modul dapat digunakan untuk mengkaji struktur operator linier. Proses
investigasi operator linier menggunakan pendekatan teori modul jauh
lebih elegan dibandingkan dengan pendekatan ruang vektor. Sejumlah
hal yang perlu penurunan panjang dan teknis pada pendekatan ruang
vektor, kadang kala dalam pendekatan dengan teori modul hal tersebut
dapat diperoleh dengan melakukan sedikit analisis dari struktur modul
yang dibangun. Teori modul juga dapat digunakan untuk mengkaji
persamaan diferensial linier baik yang biasa maupun yang parsial. Dalam
kajian sistem kontrol linier dengan pendekatan secara aljabar (algebraic

system theory) atau pendekatan model behavior yang diperkenalkan oleh
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Willems dan dikembangkan oleh Fuhrmann dkk, sistem yang dikaji
ditransformasikan dan dipandang sebagai modul atas gelanggang

operator seperti gelanggang polinom dan aljabarWeyl ([22], [36]).

Modul adalah suatu sistem matematika yang dapat dipandang
sebagai generalisasi atau perluasan dari ruang vektor namun struktur dari
sistem skalar tumpuan modul, biasanya disebut gelanggang (ring), tidak
'secantik” struktur lapangan (field) yang merupakan sistem skalar
tumpuan ruang vektor. Lapangan adalah gelanggang namun sebaliknya
tidaklah benar. Dengan demikian ruang vektor adalah modul namun

modul belum tentu ruang vektor.

Dalam pemikiran generalisasi atau perluasan tersebut dikaitkan
dengan hasil-hasil yang telah ada tentang struktur subruang marked
muncul pertanyaan struktur yang seperti apakah dalam sistem
matematika modul yang serupa atau merupakan perluasan dari subruang
marked? Lebih lanjut, apakah sifat-sifat dari subruang marked juga berlaku

pada struktur di sistem modul tersebut?

Penelitian kami yang membahas pertanyaan di atas telah
menghasilkan perluasan karakterisasi geometri subruang marked ke
submodul regular atau stacked dan telah dipublikasikan dalam 2 jurnal
internasional [8] [9]. Berikut akan kami sampaikan satu perluasan yang
kami lakukan dari karakterisasi geometri subruang marked yang telah

dihasilkan oleh Ferrer dkk seperti yang ditunjukkan dalam teorema

berikut ke teori modul.
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Teorema 4.1. (Ferrer, Puerta, dan Puerta [21])

Misalkan T : V—— V suatu operator linier pada ruang vektor berdimensi
hingga V. Suatu subruang invariant W adalah subruang marked jika dan hanya

jika berlaku untuk semua d; h

WAEM +WnE., =Wn(ET+E) (4.1)
dengan E¢ = Ker(T") N Im(T?)

Persamaan (4.1) adalah salah satu karakterisasi subruang marked.

Hasil tersebut telah dapat diperluas dalam konteks modul

sebagaimana ditunjukkan dalam teorema berikut, khususnya butir 3.

Teorema 4.2. (Astuti dan Wimmer [9])

MisalkanM suatu modul torsi atas suatu daerah valuasi diskrit dengan unsur

prim p dan W submodul dari M. Pernyataan berikut ekuivalen.

1. W bersifat regquler, yaitu jika n > 0,r > 0 maka

prW N pttTM = p" (W N p'M)

2. Jika x € W unsur tak nol maka x dapat didekomposisi sebagai

m

dengan y;' € W unsur reguler, h(y;') = s;,e(y,)) = ki, i =1,...,m,

ki > >ky,dan s; > -+ > s,,.
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3. Jikas > 0,k > 1 maka
WAMT + WM, =Wn (M + M) (4.2)
dengan M; = p* M N M|[p"].

Dalam pendekatan perluasan hasil penelitian pada kelas yang lebih
besar, sejumlah penelitian juga telah dilaksanakan bersama kolega dan
mahasiswa dalam topik teori modul dan gelanggang tumpuannya. Hasil-
hasil yang telah diperoleh adalah sebagai berikut.

1. Hasil kajian tentang struktur matriks polinom serta struktur
homomorfisma antar modul yang dibangun oleh matriks polinom
yang mengandung pembagi elementer takhingga. Hasil ini
diinspirasi oleh hasil yang ada di sistem kontrol linier dan sistem
dekriptor (descriptor system) ([4] [6], [7]). Kelanjutan dari hasil ini,
suatu topik dalam teori sistem aljabar dalam konteks behavior
menjadi topik penelitian salah satu mahasiswa doktor.

2. Hasil kajian tentang struktur gelanggang polinom miring atas
daerah Dedekind ([1], [2], dan [3]). Hasil ini merupakan hasil
mahasiswa doktor dengan saya sebagai promotor dan juga
merupakan penelitian kerjasama antara KK Aljabar FMIPA ITB
dengan Prof. H. Marubayashi, dari Bunri University, Jepang. Salah
satu jenis gelanggang polinom miring adalah aljabar Weyl yang
banyak dimanfaatkan sebagai gelanggang tumpuan kajian sistem

kontrol linier secara aljabar.
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3. Hasil kajian tentang struktur berbagai tipe modul dan komodul,
khususnya modul dan komodul herediter dan koherediter, serta
modul Dedekind ([23], [24], [25], [26], [28]). Hasil ini juga
merupakan pekerjaaan mahasiswa doktor yang telah selesai dan
saya sebagai promotornya. Kelanjutan dari penelitian ini tentang
modul Dedekind dan modul valuasi sedang ditawarkan kepada
calon mahasiswa doktor yang tertarik melakukan penelitian di

bidang aljabar.

5 PENUTUP

Aljabar linier dan teori modul, khususnya teori modul atas
gelanggang polinom dan bentuk rasional yang walaupun merupakan
bagian dari matematika murni tetapi banyak dimanfaatkan sebagai
kerangka kerja dalam pengkajian berbagai bidang seperti sistem kontrol
linier. Sistem kontrol linier dan aplikasinya rekayasa kontrol merupakan
bidang yang dikembangkan di sejumlah fakultas dan sekolah di ITB
karena aplikasinya yang sangat luas. Penguatan aljabar linier dan teori
modul dapat dipandang sebagai dukungan pada pengembangan bidang
yang banyak ditekuni di ITB tersebut. Sebagai anggota dari kelompok
keilmuan Aljabar di FMIPA ITB yang menekuni bidang aljabar linier dan
teori modul, saya akan terus melaksanakan penelitian di bidang ini.

Kegiatan penelitian juga akan terus disinergikan dengan kegiatan
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pendidikan melalui pengkajian dan pemanfaatan topik dan hasil-hasil
penelitian pada kegiatan perkuliahan dan pembimbingan tugas akhir,

tesis dan disertasi.

Disisi lain, ITB yang bercita-cita untuk menjadi world class university
yang berkebangsaan, perlu meningkatkan partisipasinya pada kegiatan
pengembangan ilmu pengetahuan, teknologi, dan seni di tingkat
international. Di tingkat internasional, aljabar linier dan teori modul
masih merupakan area yang aktif dan menarik banyak peneliti untuk
mengembangkannya. Pelaksanaan kegiatan penelitian di bidang aljabar
linier dan teori modul di KK Aljabar akan terus dilaksanakan dan
ditingkatkan sebagai bagian dari partisipasi KK Aljabar pada usaha ITB

tersebut.
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